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Etude des mesures hyperboliques pour les 
applications méromorphes 

Henry De Thélin et Franck Ngnyen Van Sang 


Résumé 

Nous montrons un résultat du type Closing Lemma pour les mesures non unifor¬ 
mément hyperboliques associées à des applications méromorphes. Nous prouvons aussi 
qu’il est possible d’approximer la dynamique de telles mesures par des codages du type 
Bernoulli. 


Abstract 

We prove a Closing Lemma for nonuniformly hyperbolic measures of meromorphic 
maps. We prove also a theorem of approximation of the dynamics of such measures 
by Bernoulli coding maps. 

Mots-clefs : dynamique complexe, Closing Lemma, entropie, approximation par des 
horsehoes. 

Classification : 32H50, 37Dxx. 


Introduction 

Soit X une variété Riemannienne lisse compacte de dimension k et f : X —)■ X un 
difféomorphisme de classe 6'^"’““. 

On considère ^ une mesure de probabilité invariante par /, ergodique et hyperbolique 
(c’est-à-dire que ses exposants de Lyapounov sont non nuis). 

Un résultat majeur, obtenu par A. Katok (voir |12|i. est la construction dans ce contexte 
d’orbites périodiques. C’est le Closing Lemma : sous certaines hypothèses, lorsqu’un point 
X et son itérée f^{x) (avec m > 1) sont proches, on peut trouver un point périodique près 
de X. Ce résultat est crucial pour approximer le système dynamique par des horseshoes 
(voir A. Katok et L. Mendoza dans |13)i. 

L’objet de cet article est d’étendre ces théorèmes en dynamique méromorphe. 

Soit donc X une variété complexe compacte de dimension k et f : X —X une 
application méromorphe dominante. Nous noterons I son ensemble d’indétermination. 


1 


On considère /i une mesure de probabilité qui vérifie J log d{x, I)dfj,{x) > —oo. On 
suppose ^ invariante par /, ergodique et hyperbolique, c’est-à-dire que ses exposants de 
Lyapounov vérifient : 


Xi > • • • > Xmo > 0 > Xmo+i > ■ ■ ■ > Xfc pour un 1 < mo < A: - 1. 

Sous ces hypothèses, en suivant la stratégie d’A. Katok (voir [12)1. nous démontrons le 
Closing Lemma (voir le paragraphe [2] et le théorème [5]) . 

Ensuite, grâce à la démonstration de ce résultat, nous pouvons approcher la dynamique 
de /r par des ensembles qui sont codés par des Bernoulli. Plus précisément, on a 

Théorème 1. On suppose en plus que h^{f) > 0. 

Alors pour tout p > 0 et Lpi, - ■ ■ ,(pko G C®(X,R) on a : 

1. Il existe n > 1 et un codage : 




So 


Aq 


r 


So 


Ao 


où N = ^ O Sq = Sq O a, a est le décalage à droite et Sq est continue. 

De plus tpq = (5'o)*Ao (où Aq est la mesure de Bernoulli) est une mesure invariante 
par /"■ et d’entropie métrique supérieure ou égale à n{h^(f) — p). 

^top(/|Ao) > V(/) - P (où ici Ao = 5o({l,--- ,N}^)). 

3. Si on note A = AoU/(Ao)U' ■ •U/”'“^(Ao), on a que A est contenu dans un p-voisinage 
de supp{p) et la mesure 


V — —{vq + f*no (/” 

n 

portée par A, est f-invariante et vérifie : 


Vi = 1, • • • ,ko 



(fidp 


< P- 


Remarque. Dans le théorème précédent, si on sait de plus que / est inversible et que 
J log d{x, I{f~^))dp{x) > —oo (où /(/“^) est l’ensemble d’indétermination de f~^), alors 
5o est un homéomorphisme et A est un horseshoe comme dans le cas des difïéomorphismes 
(voir [T3]l. 

Signalons que l’hypothèse J log d{x, I)dp{x) > —oo est assez faible et qu’elle est natu¬ 
relle pour faire de la théorie de Pesin. Lorsque / est inversible et que p est plus régulière, 
typiquement une mesure SRB (voir la condition 1.1 de d!), il existe aussi des résultats 


2 








d’approximation des systèmes dynamiques dits singuliers (voir M) qui se basent sur l’ap¬ 
proche de Pesin (voir m)- 

Ce type de théorème est vrai aussi pour les applications avec singularités lorsque tous 
les exposants de Lyapounov sont strictement positifs (voir m)- 

Par ailleurs, il existe aussi des résultats de codage par des Bernouilli pour la mesure 
d’entropie maximale d’un endomorphisme holomorphe de P^(C) (voir [T] et m)- 

Le Closing Lemma de notre article est à comprendre en tant que fermeture d’une orbite 
sans changement de l’application /. Il y a aussi des théorèmes en dynamique holomorphe 
où l’orbite est fermée en faisant varier / (voir [8] et El)- 

Voici maintenant le plan de l’article : dans un premier paragraphe nous faisons des 
rappels sur la théorie de Pesin et sur les théorèmes de transformées de graphes que nous 
utiliserons. Dans le second, nous donnons un énoncé précis du Closing Lemma et nous le 
démontrons. Le troisième paragraphe est consacré à la preuve du théorème [Tl c’est-à-dire 
à l’approximation du système dynamique par des Bernoulli. 

1 Théorie de Pesin et transformées de graphes 

Dans ce paragraphe nous rappelons la théorie de Pesin ainsi que les théorèmes de 
transformées de graphes. 

1.1 Théorème d’Oseledets et théorie de Pesin 

Soit X une variété complexe compacte de dimension k et f : X ^ X une application 
méromorphe dominante. On notera I son ensemble d’indétermination. 

On munit X d’une famille de cartes {tx)x£X qui vérifient ra;(0) = x, Tx est définie sur 
une boule B(0,eo) C avec eo indépendant de x et la norme de la dérivée première et 
seconde de Tx sur i?(0, cq) est majorée par une constante indépendante de x. Pour construire 
ces cartes il suffit de partir d’une famille finie {Ui,^i) de cartes de X et de les composer 
par des translations. 

On considère une probabilité fi telle que J log d{x, I)d^{x) > —oo. On la suppose aussi 
invariante par / et ergodique. On note D = V \ Uj>o/~*(l). Comme /i ne charge pas I et 
qu’elle est invariante par /, /i est une probabilité de D. 

On définit l’extension naturelle : 

D .— {x — (' ' ' ) Xq, ' ' ' 1 Xn: ■ ■ ■ ) G D , / (Xn) — ■ 

Dans cet espace, / induit une application / qui est le décalage à gauche. Si on note vr 
la projection canonique 7r(x) = xq alors /i se relève en une unique probabilité 'jl invariante 
par / qui vérifie 7r*/2 = //. 

Dans toute la suite, on notera fx = ° f d^i est définie au voisinage de 0 quand 
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X n’est pas dans I. Le cocycle auquel nous allons appliquer la théorie de Pesin est : 

A:îl —^ Mfc(C) 

X —^ -D/x(0) 

où Mfc(C) est l’ensemble des matrices carrées k x k à coefficients dans C et 7r(x) = x. 
Grâce à l’hypothèse d’intégrabilité de la fonction logd{x, I), on a (voir le lemme 8 de [^) 

y log+ \\A{x)\\d'll{x) < + 00 . 

Il en découle que l’on a un théorème du type Oseledets (voir |10| et |18| ainsi que le 
théorème 2.3 de |16| . le théorème 6.1 dans [7] et m) : 

Théorème 2. Il existe des réels Ai > A 2 > • • • > A; > — 00 , des entiers mi, ■■■ ,mi et un 
ensemble T de mesure pleine pour Jl tels que pour x G P on ait une décomposition de 
de la forme = ©Li Eifx) où les Ei{x) sont des sous-espaces vectoriels de dimension 
nii qui vérifient : 

1) A{x)Ei{x) C Ei{f{x)) avec égalité si Xi > — 00 . 

2) Pour V G Ei{x) \ {0}, on a 

lim -logP(/""^(x))---^(x)|| = Aj. 

n—>-+00 n 

Si de plus, Xi > — 00 , on a la même limite quand n tend vers — 00 . 

Pour tout 7 > 0, il existe une fonction C-y : P — GLk{C) telle que pour x G P .’ 

1) lim„^oo i log ||C'.^^(/”'(x))|| =0 (on parle de fonction tempérée). 

2) Cj(x} envoie la décomposition standard ©^=1 C™' sur ^\=iEi(x). 

3) La matrice A-^fx) = Cfi^{f{x))A{x)C-y{x) est diagonale par bloc (j4^(x), • • • 
où chaque Aly{x) est une matrice carrée mi x m* et 

Vu G C™* on a < ||A!^(x)n|| < 

si Xi > —00 et 

Vf G C™'' ||^(|,(x)n|| < e“^'’'||n|| 

si Xi = — 00 . 


Pour le dernier point, voir la remarque après le théorème 14 de [3]. 

Notons maintenant g^ la lecture de fx dans les cartes C-./ c’est-à-dire g'j = C~^{f{x)) o 
fx; O C'-y(x) où 7r(x) = X. 

Nous allons construire des cartes de Pesin qui seront adaptées pour montrer le Closing 
Lemma. 
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Proposition 1.1. Il existe un ensemble T' de mesure pleine pour 'jl et une application 
mesurable r : F' —t'JO, 1] tels que pour tout x G F' on ait e~'^ < et 

1 ) <7î(0) =0. 

2) Dg^{0) = A^{x). 

3) gx{w) est holomorphe pour ||t(;|| < r{x) et on a ||Zl^g(j(i(;)|| < pour ||îr|| < r(x). 
En particulier, si on note gx{w) = Dgx{0)w + h{w), on a ||L>/i(t(;)|| < ;:^||w^|| pour 

||w|| < r{x). 


Démonstration. On se place sur F. Les deux premiers points proviennent du théorème 
précédent. 

La démonstration de la troisième propriété est basée sur la proposition 8 de [2] (voir 
aussi la proposition 10 de |3]). On reprend les notations de |3]. 

On a l’existence d’une constante ei > 0 telle que gx{w) est holomorphe pour ||r(;|| < 
De plus, pour ||u;|| < on a Dg^{w) = C-^{f{x)) o Dfx{C^{x){w)) o 

C^(x), ce qui donne la majoration 


D^gx{w)\\ < ||C7i(/(x))||||DV.(C,(x)(n;))||||C^(x)f. 


Comme dans la preuve de la proposition 10 de a, en utilisant que ||D^/(x)|| < Cd{x,I) P 
(voir le lemme 2.1 de m) et que l’image par Tx du segment [0, C^{x){w)] vit dans la boule 
B(x, K\\Cy(x){w)\\) où K est une constante qui ne dépend que de X, on a (toujours pour 


ÎU 


< 


l|c^(^)ll > 


\\D^gxiw)\\ <C\\C..^^{f{x))\\\\C^{x)fdist{Tx{[0,C^{x){w)]),I) p 
<C(l-iFei)-î’||C-i(/(x))||||C^(x)fdist(x,/)-^’ 

< 2C\\C~^{f{x))\\\\C.y{x)fdist{x,I)~P. 

Notons maintenant (avec x = tt{x)) 

a{x) = max ^l,-J|^^|^^,2C||C^^(/(x))||||C^(x)fdist(x,/)“P^ . 

Comme / log d('7r(a?),/)(i/î(x) = f logd{x, I)dg{x) > —oo, le théorème de Birkhoff 
implique qu’il existe un ensemble de mesure pleine A pour g sur lequel 


.. n—1 - n—1 

lim - Vlogd(7r(/*(x)),/) = liin - V log d(7r(/“*(x)),/) 

n^+oo Tl n^-\-no r) 


/ 


i=0 


n—>-+cx) n 


i=0 


= / logd(7r(x),/)d^(x) > —oo. 


Classiquement, cela implique que pour x G .4,, on a 
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lim -logd{7T{p{x)),I) =0. 

n—>-±oo 77, 

Comme les ||C'^(x)|| sont aussi tempérées, on obtient que a{x) est une fonction tempérée 

sur F' = r n 

Par le lemme S.2.12 dans |13) . il existe une fonction > a qui vérifie e~'^ < < 

e'^ pour tout a? € F'. 

On pose alors r{x) = (qui est plus petit que 1). On a e~'^ < pour tout 

X G F, la fonction g^iw) est holomorphe pour l|ri;|| < r{x) = 
enfin 

\\D‘^9x{w)\\ < ‘^C\\C~^{f(x))\\\\C-y(x)fdist{x,I)~P < a(x) < a^{x) = 

' r{x) 

pour ||u)|| < r{x). C’est ce que l’on voulait démontrer. 

□ 


1.2 Transformées de graphes 

Nous utiliserons les théorèmes de transformées de graphes en avant et en arrière par 
des applications non inversibles. 

Commençons par la transformée de graphe en avant (voir le paragraphe 4 de j2|). 

On se place dans et dans la suite || • || désignera la norme Euclidienne et Bi{0, R) la 
boule de centre 0 et de rayon R dans 

On considère 

g{X,Y) = {gi{X,Y),g 2 {X,Y)) = {AX + R{X,Y),BY + U{X,Y)) 

avec (^,0) G Ei (abscisses), (0,y) G E 2 (ordonnées) et A : B : —>■ 

des applications linéaires avec k = kiYk 2 - On suppose que g : Bk{0, Rq) —^ l?fc(0, Ri) 
est holomorphe avec Rq < Ri, g{0) = 0 et max(||F)iî(y)||, ||Zlf7(Z)||) < ô sur 11^(0, i?o)- 

On supposera aussi T inversible, ||i?|| < et on note Ç = 1 — ||i?||||T“^|| g]0, 1]. 

Nous utiliserons la version raffinée suivante du théorème de la transformée de graphe 
(voir le paragraphe 4 de [2] ) : 

Théorème 3. Soit {{X,(f){X)),X G D} un graphe dans 5^(0, iîo) au-dessus d’une partie 
D de El qui vérifie Lip{4>) < 70 < 1- 

Si (5||A~^||(1 + 7 o) < 1 alors l’image par g de ce graphe est un graphe au-dessus de 
TTQ{g{graphe de fi)) où ttq est la projection sur les abscisses. Par ailleurs, si {X,'fi(X)) 
désigne ce nouveau graphe, on a : 
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qui est inférieur à 7o||v^i — ^ 2 !! si ô < e(7o,Ç). 

Enfin, si de plus a) d D et ||(/>(0)|| < fi, alors 'KQ{g{graphe de fi)) contient 

Bk, (0, (p-i ||-i - 5(1 + 7o))« - S fi) et 1|^(0)|| < (1 + jo){\\B\\fi + ôfi+ \\D^g\\BUo,ih)(3^) 
(si 6 < e{do,0)- 

Démonstration. Il s’agit de reprendre la preuve de |2| et de modifier juste la fin. 

Tout est identique jusqu’à la ligne 11 p.l02 sauf qu’ici les graphes sont au-dessus des 
abscisses. 

Ensuite, on a 


||A(Xi) - A(X 2 )|| > - 5(1 + 7o))||^i - X 2 II. 

En particulier, 

||A(X)-A( 0 )||>(p-i||-^- 5 (l+ 7 o))||^|| 

= (||A“^||“^ — 5(1 -|- 7 o))a si X G dB{{),a). 

Mais A(0) = MO -|- R{0, fi{0)) est de norme inférieure à 

\\R{0, <?i(0))|| = ||iî(0, fi{0)) - Rio, 0)11 < Ô\\fii0)\\ < ôfi. 

On en déduit que 7 ro( 6 '(graphe de fi)) contient Bk^{0, (||M“^||“^ — 5(1 -|- 7 o))a — 5/3). 
C’est la modification que l’on voulait montrer. 

□ 

Nous utiliserons aussi la transformée de graphe en arrière dans le cas non-inversible 
(voir [7] théorème 6.4). 

Théorème 4. Soit {fi{Y),Y) un graphe dans ilfc(0,iîo) au-dessus de Bk,^i0,a) qui vérifie 
||i;^(0)|| < fi et Lipifi) < 7 o < 1 pour un certain fi < a < Ro/4:. Soit 7 > 0 te/ que e^'’' < |. 
On suppose que 

7o(l-0 + 25(l+7o)P"i < 1 et 
( 7 o||S|| -è 5(1 -è 7 o))(||M“^||“^ - 5(1 -b 70 ))“^ < e“^7o et 

(IIUII -b 25)e^'^ -b 5 < 1 et 5(1 -b 70 ) < min{(||M“^||“^ - 7 o||i 3 ||)/ 2 , - e^'^}. 

Alors il existe fi : Bk^i0,ae‘^"^) — avec Lipifi) ^ e~'^'yo, ||'0(O)|| < fie~‘^'^ et 
gigrapheifi)) C grapheifi). 
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Démonstration. Il s’agit d’une légère adaptation de la preuve du théorème 6.4 dans 
Nous en reprenons aussi les notations. 

Soit Y G Dk2(0, ae^'^) et 

= {(x,y),||x||<||y||+^e-2^}. 

Tout d’abord, on a L^e -27 C Bk{0,Ro) car pour (X,Y) G L^e -27 


\\{X,Y)\\ < ||X|| + ||F|| < 2 \\Y\\+Pe-^^ < 2 ae^^ + a 

iîo 27 , ^0 ^ U 

< ^ + — < iîo- 

Ensuite, toujours pour {X,Y) G L^g-27, on a 

\\g2{X,Y)\\ < PIIIIFII + \\U{X,Y)\\ = ||i?||||y|| + \\U{X,Y) - C/( 0 , 0 )|| 

< IIBIIIIFII + <5||(x,y)|| < ||i?||||y|| + 5||X|| + 5||y|| 

< (||5|| + 25)||y|| + 5/3e-2^ < {\\B\\ + 2 ô)ae‘^^ + 6 a < a 

car {\\B\\+ 2 ô)e‘^^ + 6 < 1 . 

On en déduit que ^)|| < « pour tout {X,Y) G L^g-27. En particulier, si on note 

U = {Y G 5^2(0, i?o) , 92 {Lpe-'^i) C Bk.^{Q,a)}, 
on a i?fc2 ( 0 ) C U. 

Soit y G Bk 2 { 0 ,ae'^'^) fixé. On veut trouver {X,Y) G T^g-27 avec (p{g2{X,Y)) = 
gi{X,Y). C’est équivalent à trouver {X,Y) G L^g-27 avec 

Ay(X) = mg 2 {X,Y)) - (51 (X, y) - AX)] = X 

Pour cela montrons d’abord que Ay : i3fcj(0, ||y|| +/ 3 e“ 2 '>') —>• ||y|| + I 3 e~‘^'^). 

Pour y G 5fc,(0, ||y|| +/3e-27), on a : 


||Ay(X)|| < p-i [mg 2 {X,Y)) - </>(0)|| + P(0)|| + \\gi{X,Y) - Ay||] 

< p-i|| [7o(Plini + \\UiX,Y)\\) + f3+\\RiX,Y)\\] 

< p-i|| [7o(Plini + 5p|| + 5||y||) + /3 + èpii + è||y||] 

< p-i [7o(P|| ni + 2è||y II) + 70-5/36-2^ ^ ^ ^ 2,5||y II + 

= p-i [( 70 PII + 2è(l + 70 ))n + /3(1 + <3(1 + 7o)e-2")] ^ 

Mais 7 oP|| + 2è(l + 70 ) < P“^||“^ et 6^7 + 5(1 + jq ) < P“i||“i, d’où 

||Ay(y)|| < p-i|| [p-i-i||y|| + /3e-'^p-i||-i] < ||y|| + /3e-2y 







C’est ce que l’on voulait. 

Maintenant, en suivant mot pour mot la preuve de [3, on a que Ay est une contraction 
ce qui donne l’existence et l’unicité d’un point fixe dans ||y|| + que l’on note 

Ensuite, toujours en suivant [7] et en utilisant l’hypothèse 

(toII-BII + <5(1 + 7o))(||-4“^|r^ - 5(1 +7o))"^ < e“^7o, 
on a Lip(V’) < e“'>' 7 o. 

Enfin, comme Aq : (3e~‘^'y) —> (0,/3e“2'>'), on obtient que ||'0(O)|| < 

Cela termine la démonstration. 

□ 


2 Le Closing Lemma 

2.1 Cadre et énoncé du théorème 

On commence par donner le cadre du théorème. On utilisera les notations et les résultats 
du paragraphe [TJ 

Soit fl une mesure de probabilité avec J log d{x, I)dfi{x) > —oo. On la suppose in¬ 
variante par /, ergodique et hyperbolique, c’est-à-dire que ses exposants de Lyapounov 
vérifient : 

Al > • • • > Xmo > 0 > Amo+i > ■■■>Xk pour un 1 < mo < A; - 1. 

Comme les exposants de Lyapounov ne dépendent pas du choix des cartes pour X, on 
peut supposer que fi ne charge pas le bord des cartes {Ui, ipi). 

On fixe 7 > 0 petit devant les exposants de Lyapounov avec 47 < Xmo ~ Amo-i-i ot on 
applique le théorème d’Oseledets avec ce 7 . 

Soit 0 < h < Pour cq > 0 suffisamment petit, la masse pour fi d’un eo-voisinage des 
bords des cartes qui recouvrent X (pour une métrique fixée sur X) est plus petite que |. 
On note ce voisinage et on a fi{'n'~^(V^^)) = fi{V^^) > 1 — 

Par le théorème de Lusin, on peut trouver un ensemble A ,5 compact, inclus dans 
avec Ji{As) > 1 — <5 et æ !->■ C'.^^(î), x i-)- r{x) continues sur A, 5 . 

On fixe une métrique standard sur Xi qui vérihe dist{x,ÿ) > dist{TT(x),7r{ÿ)) pour tout 
X, y € O et on a alors le théorème : 

Théorème 5 (Closing Lemma). Soit e > 0. Il existe r] > 0 tel que sixGAg, /™(x) € A^ 
pour un certain m > 1 avec dist{x, f'^{x)) < rj alors il existe z Çî X tel que : 

1. riz) = Z, 

2 . dist{P{x), f^{z)) < e X max(e“'>'®, pour 0 < i < m (où x = ti{x)), 

3 . Z est hyperbolique. 
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2.2 Preuve du Closing Lemma 

2.2.1 Démonstration de l’existence du point périodique z 

Pour démontrer le Closing Lemma, nous suivons l’approche d’A. Katok (voir |12|i. 
Ce qui change c’est que / n’est pas inversible et qn’il y a nn ensemble d’indétermination 
I sur lequel / n’est même pas définie. Ponr snrmonter ces difficnltés, nons ntiliserons des 
transformées de graphes pour applications non inversibles (voir le théorème 0 ]) et des cartes 
de Pesin qui prennent en compte I. 

Soit 0 < 7 o < 5 fixé suffisamment petit pour que 70 <64— 1, 79 <1 — e 2 et 
7oe^i''''^ _l_ g -47 ^ £- 2 ')'. 

est compact, donc il existe rg > 0 tel que : 

Va? G As, rCx) > tq et tq < Il(7^,(5?)^^ Il < —. 

ro 

Dans nn premier temps, nous faisons des transformées de graphes en avant et en arrière 
dans des boîtes de taille /ir(/*(a?)) avec h suffisamment petit (nous préciserons à quel point 
au fur et à mesure). 

1) Poussées en avant de graphes à partir de x par ■ ■ ■ ,gjm-i(^^ • 

Soit a? G A 5 . On note Eu(x) la somme directe de tous les Ei{x) correspondants aux 
exposants strictement positifs et Es{x) la somme directe des Ei(x) avec des exposants 
strictement négatifs. 

On a dim Eu{x) = ki et dim Es{x) = k 2 = k — ki. 

Ponr i compris entre 0 et m — 1, on se place dans le repère : 

C-\T\x))EM\x)) 0 C-\hx))Es{f\x)) 

et on a : 

Lemme 2.1. Soit {X,4>{X)) un graphe au-dessus de i?fc^(0, a) C C~^{p{x))Eu{p{x)) où 
a = hr{p{x)), P = ||(/)(0)|| < hr{f{x)) et Lip((^) < 79 . 

Alors l’image par gji(^'^ de ee graphe est un graphe {X,^{X)) au-dessus d’une partie 
de C'“^(/*+^(a?))i??„(/®+^(aî)) au moins pour ||X|| < /ir(/*+^(a?))e'^ et ||' 0 (O)|| < 

Lip(V’) < 796 “"^. 

Démonstration. Si Xm^+i = — 00 , les calculs qui vont snivre restent valables en remplaçant 
Xmo+i par - 57 . 

Dans le repère précédent gp(^'^ s’écrit (voir le paragraphe ll.ip : 

gp^^){X, Y) = {AX + R{X, Y),BY + U{X, Y)) 

avec {A, B) = diag(A;^(/*(a?)), • • • ,Ai^{P{x))) . On a et ||i?|| < 

gXmo+ 1+7 et pour II(X, y)Il < bhr{f''{x)) 
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ma^{\\DR{X,Y)\\, \\DUiX,Y)\\) < -^^||(X,F)|| < 5h. 

r{pix)) 

On applique le théorème de la transformée de graphe en avant avec Rq = 5/ir(/*(x)). 
Tout d’abord, le graphe {X,(j)(X)) est bien dans Bk{0,Ro) car 

||</>(^)|| < 110(0)11 + Toll^ll < hr{f{x))'yo + hr(f\x)) < /ir(/*(x))( 7 o + 1) < 2hr{f{x)). 
Ensuite, pour les hypothèses du théorème on a d’une part 

11(1 + 7o) < x 2 < 1 

pour h petit par rapport à 7 et d’autre part 

||B|| 7 o + (5(1 + 70 ) ^ 7 oeX’"o+i+T' + 6 h ^ 

||T“i||“i — (5(1 + 7o) ~ e^™o“T'— 6 /i ~ 

toujours pour h petit car 47 < Xmo — Xmo+i- 

Le théorème permet alors d’affirmer que l’image par du graphe de 0 est un graphe 
(X, 0(X)) au-dessus d’une partie de C~^{x))Eu{P~^^{x)) qui contient avec : 

t > (ll^~^ll~^ “ <5(1 + 7o))a — (50 > — 6h)hr(p(x)) — 5h x hr{p{x)) 

> /ir(/*(x))(e^™o“T' — Qfi — 5 /ij > hr{p{x)) (e^"*' — llh) car si on veut . 

" -V-' 

>e 27 si /i <<7 

Cette dernière quantité est supérieure à hr{P~^^{x))e^ car > e~^. 

Enfin on a : 

110(0)11 < (1 + 7o)(||-B||0 + (50 + 

< 6 2 (e^’"o+i+')' + 5/i H -- hr(p(x)))(3 

r{p{x)) 

< 6 2 + 5h + h)f3 car si on veut 

< e~'^'^l3 si h « 7 . 

Cela achève la démonstration du lemme. □ 

On applique maintenant ce lemme de la manière suivante. 

On part d’un graphe (X, 0o(X)) dans le repère C~^{x)Eu{x)^C~^{x)Es{x) avec 
0o(X) = 0 pour ||X|| < hr{x). 

En poussant en avant par on obtient un graphe (X, 0i(X)) au moins pour ||X|| < 
hr{f{x))e^ avec ||0i(O)|| = 0 < hr{f {x))e~'^ et Lip(0i) < 7 oe“'>'. 
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Dans ce graphe on ne garde que la partie pour ||X|| < hr{f{x)) (on fait un cut-off) 
et on recommence en prenant l’image par ■ Après m étapes (poussées successives par 
9x,gf(^y ■ ■ ■ on obtient un graphe (X, 4>m{X)) dans le repère : 

c;>(r(î))E„(/’”(î))0c-‘(/’”(î))£.(r(ï)) 

au moins pour ||X|| < hr{f^{x))e'^ avec ||(^m(0)|| = 0 < hr{f"^{x))e~'^ et Lip((/)m) < 
7oe“T'. 

On veut maintenant remettre le graphe (X, ^^(X)) obtenu dans le repère initial : 

C~^{x)Eu{x) ^ C~^{x)Esix) 

afin de recommencer l’opération. 

Remarque. On va le faire en supposant seulement que ||(/>m(0)|| < hr{f^{x))e~'^ (et non 
||</’m(0)|| = 0) car cela nous sera utile dans la suite. 

Cela revient à prendre l’image de (X, (/>m(X)) par l’application : 

C{X,Y) := C-Hx)r-V;^(,)C^(/-(x))(X,y). 

Par définition, As ne contient pas des points de 7 r“^( 14 p). En particulier, si x,y G As 
avec dist(x, y) < y < cq on a dist(x,y) < dist(x, y) < cq, c’est-à-dire que x et y sont dans 
une même carte. 

On peut supposer que la famille {tx)x est choisie de sorte que dans ce cas o Ty soit 
juste une translation (on rappelle que Tx est la composée ^ o tx on ^ est une carte et tx 
une translation). On supposera que les {tx)x vérifient cette propriété dans la suite. 

Comme dist(x, /™(x)) < y < eo, on a = V’ o et Ty m )=ll>otf m . 

On en déduit qu’il existe un vecteur üm tel que r“^rym( 2 ,)(rt;) = w + a^, ce qui permet 
de simplifier l’expression de C sous la forme : 

C{w) = gi{w) -è C~^(x)am 

où yi(u;) = C-^{x)C^{f^{x)){w). 

Commençons par prendre l’image du graphe (X,(/>m(X)) par gi. On a : 


gi{w) = ^(x) O C^{x)w + ^(x) O {C.y{f^{x)) - C^{x))w 

= w + c~^{x) O {Cy{f'^{x)) - C^{x))w 

avec \\C-^{x) o (^^(/^(x)) - C't,(x))|| < ^||C'^(r"(x)) - C^{x)\\. 

Par ailleurs y i— C^{y) est continue sur le compact A^, donc y est uniformément 
continue. En particulier, il existe une fonction e(y) —0 telle que l’on ait l’implication 

TJ^O 

suivante : 
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dist(z,y) < TJ avec z,y e As — \\C^{Tj - C^{y)\\ < e{r]). 

ro 

Pour 7] petit par rapport à 7 et 70 l’image du graphe {X,(pmiX)) par gi va être un 
graphe (X,'0^(X)). En effet, gi s’écrit sous la forme gi(X,Y) = (AX + CY,BY + DX) 
avec > 1 — e{g), ||i3|| < 1 + e{g), HCH < e{g) et ||E)|| < e(r/). 

Si on reprend les notations du théorème de la transformée de graphe on a donc : 


(5P ^11(1+ 70 ) < €( 7 ) X -—^- 77 - X 2 < 1 et 

1 - e{g) _ 

pour »7 petit 


|B|| 7 oe T' + (5(1 + 7 o) ^ (l + e(??))e ^70 + 2 e(??) 
||y4-il|-i - 5(1+ 7o) “ l-e(7)-2e(7) 



70- 


pour »7<<7,70 


Les hypothèses de ce théorème étant vérifiées, on obtient un graphe {X,ip^{X)) avec 
Lip(V’m) ^ 7o au moins au-dessus de Bk^{0,t) avec : 


t > (1 — e{g) — 3e(r/))e'^/ir(/”^(x)) = (1 — 4:e{g))e^hr{f^(x)). 

Mais r{f^{x)) > e~^r{x) si g est petit par rapport à 7 . 

En effet, x 1 —>■ r{x) est uniformément continue sur As et on peut donc supposer que : 

dist(x, y) < g avec x,ÿ ^ As \r{x) — r{ÿ)\ < (1 — e“4)ro 
ce qui donne 


X XX 

r{y) > r{x) — (1 — e“4)ro > r{x) — (1 — e~ï)r(x) = e~ir{x). 

On a donc t > (1 — 4:e{g))e^he~ir{x) > he^r{x) si g « 1. 

Enfin comme gi est linéaire, 


||V’^(0)|| < (l + 7o)(l + 6(7) + 6(7))/^e-V(r(x)) 

< 64 (1 -è 2e{g))he~^r{f^(x)) < e “2 (1 -|- 2e{g))hr{x) 

^ 'y 

car comme précédemment on a r{f^{x)) < eïr{x). 

Ainsi, ||i/'m(0)ll ^ e~^hr{x) si g « 7 . 

Il reste désormais à translater ce graphe par C~^{x)am (on rappelle que C{w) = 5 'i(rc)-|- 
C*7 (x)Ojyi)' 

Le vecteur C~^{x)am s’écrit {ti,t 2 ) donc l’image de (X, : 

(X',V’m(X')) := (X + ti,V’^(X)+t2) 
où ■0m(X') = V’m(-^) +t 2 = V’m(-^' “ ^l) + O- 


13 



C’est donc un graphe au-dessus d’une partie de l’axe des abscisses ^{x)Eu{x). De 
plus, Lip(^m) = Lip(V’m) — 7 o c’est un graphe au moins au-dessus de B{0,hr{x)ei — 

-^ 

Mais en utilisant que üm = '4>~^ {x)^~^ {f^(x)), on a 

\\C~\x)\\\\am\\ <-'ilj~^ix)\\ < =/r^ro </iV(x). 

' ro ^ ro 

si r]«h,ro 

D’où hr{x)ei — ||C'“^(x)||||am|| > hr{x){ei — h) > hr{x) si h « 7 . 

Enfin : 


IIV’m( 0 )|| = llV’m(-il) +^211 < llV’m(-il) - V’m(0)ll + llV’mWII + 11^211 

< 7o|| - h\\ + ||t 2 || + e~ihr{x) < (1 -F 7o)||C'“^(x)||||am|| + e~^hr{x) 

-y y, y, y, 

< e^h r{x) -|- e~ïhr{x) < hr{x){he^ + e~^) < hr{x) pour h « 7 . 

On a donc bien récupéré un graphe avec les bonnes estimées pour pouvoir recommencer 
tout le processus (voir le lemme précédent) avec (Té, à la place de {X,(Pq{X)). 

On notera Bq le graphe initial {X,(I)q{X)), Bi le graphe obtenu (X,'î/’m(Té)) et ainsi de 
suite. On a ainsi construit une suite {Bj)j de graphes. 

On va maintenant faire la même chose en tirant en arrière. 

2) Tirés en arrière de graphes à partir de /”^(x) par • 

Par hypothèse f^{x) € A 5 . Pour le lemme qui suit, on se place dans le repère : 

c-\r+\x))Eu{f+\x)) 0 c-\r+\x))E,{r+\x)) 

(pour i compris entre 0 et m — 1) : 

Lemme 2.2. Soit {'ip{Y),Y) un graphe au-dessus de Bk2{0,a) C C~^{f^~^^{x))Es{f'^~^^{x)) 

où a =/ir(/*+^(x)),/3 = ||V'(0)|| </ir(/*+^(x)), Lip(V’) < 70- 

Alors il existe un graphe {(j){Y),Y) au-dessus d’une partie de C~^{f’'{x))Es{f’'{x)) pour au 
moins ||F|| < avec (jf (graphe (j)) C graphe V’; ||</’(0)|| < e~‘^^/3 et Lip((/)) < e“'>' 7 o. 

Démonstration. Si Xm^+i = — 00 , les calculs qui vont suivre restent valables en remplaçant 
Xmo+i PS'i' — 57 . Dans le repère : 

C-\T\x))EM\x)) 0 C-\hx))E,{r{x)) 


gjy^){X, Y) = {AX + R{X, Y),BY + U{X, Y)) 
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où {A, B) = diag(A^(/*(x)), • • • ,A^(/*(x))), ||yl“^||“^ > e^™o“'>' et ||i?|| < e^’"o+i+'>'. 
Comme dans la démonstration du lemme précédent, on a pour ||(X, y)|| < 5/ir(/*(x)) = 
Rq ■ 


maii{\\DR{X,Y)\\,\\DU{X,Y)\\) < 5h. 

On a aussi : 


P < a < é^hr{p{x)) < 

La deuxième inégalité vient du fait que r{P~^^(x)) < e'^r(/*(x)). La dernière découle 
de 4:6^ < 5 (qui est vraie pour 7 suffisamment petit). 

On peut alors appliquer le théorème de la transformée de graphe en arrière. En effet, 
on a : 


7o(l - Ç) + 2(5(1 + 7o)||^ ^11 < 7o + 6/i X 2 X e ^"^ 0 +^ < jq + l2h < 1 
car 7 o < I et /i petit. Ensuite, 

7o||i?|| + (5(1 + 7o) 7 QeX’"o+i+T' + 6fe 
Ill|“i — (5(1 + 7o) ~ e^™o“T'— 6/1 ^ 

si h « 7,7o car Puis, 


(||.B|| + 2ô)e^^ + ô< (e>^™o+i+T' + 10h)e‘^^ + 5h < 1 
pour h « 'y car e^™o+i+'>' < Enfin, d’une part. 


(5(1 + 7 o) < 6/1 < 


2 


car ||yl ^|| ^ — 7 o||.B|| > e^™o — 7 oe^"*o+i+'>'> — 70 > > 12 /i par l’hypothèse faite 

sur 7 o au début et le fait que > 12h pour h petit. D’autre part. 


Il A ^11 ^ > 6/1 

aussi. Ce qui achève la démonstration du lemme. □ 

On va maintenant appliquer ce lemme. On commence par se placer dans le repère 

c-‘(/”'(î))£„(r(î))07->(7”(î))E,(/”'{î)) 

et on part de (V’m(E),y) avec = 0 et E G Bk 2 { 0 ,hr{f^{x))). 

Par le lemme précédent, on a l’existence d’un graphe (V’m-i(E),y) avec 


ff/m-i (J) (graphe V’m-i) C graphe V’m, 
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Lip(î/)m-i) < 7oe et ce graphe est défini au moins pour ||y|| < e^'^hr(f^{x)) c’est- 
à-dire au moins pour ||y|| < e'^hr{f"^~^{x)). De plus ||î/)m-i(0)|| = 0 < e“^'>'/ir(/™'(x)) < 

Dans ce graphe on ne garde que la partie pour ||y Il < /ir(/"* ^(î)) (on fait un cut-off) 
et on recommence avec gjm- 2 ^^y 

Après m étapes (tirés en arrière successifs par )5î)î on obtient 

un graphe ("00 (y), y) dans le repère 

C-\x)Eu{x) 0 C-\x)Es{x) 

au moins pour ||y|| < e^'^hr{f{x)) (donc au moins pour ||y|| < e^hr(x)), ||'0o(O)|| = 
0 < e~‘^'^hr{f{x)) < e~'^hr{x) et Lip(V’o) < e“'^ 7 o. 

On veut maintenant remettre ce graphe dans le repère initial 

c-\r{x))E^{r{x)) 0 c-\r{x))E,{r{x)) 

afin de recommencer l’opération. 

On va le faire en supposant seulement ||'!/’o(0)|| < e~'^hr{x) et non pas 0 car cela nous 
servira pour les étapes suivantes. 

On prend l’image de ('0o(y), y) par C~^. Par les mêmes arguments que précédemment, 
l’image de {'il>o{Y),Y) est un graphe {(po{Y),Y) au moins pour ||y|| < hr{f'^{x)), avec 
Lip(0o) < 70 et ||^o(0)|| < hr{f^{x)). 

Ce sont les bonnes estimées pour pouvoir recommencer le processus avec {(f)o{Y),Y) à 
la place de {ijjmiY),Y). 

On note Aq le graphe initial {'iprniY),Y), Ai celui obtenu {(po{Y),Y). On a donc 
construit de cette manière une suite de graphes {Ai)i>q. 

Nous noterons aussi A^ le graphe obtenu juste avant de prendre l’image par C~^ et 
créer Le graphe A^ est dans le repère C~^{x)Eu(^) 0 C'“^(x)ills(x). 

Les ensembles Bj et A^ se coupent en un seul point (voir la démonstration de la 
proposition S.3.7 dans [13] car 7 q < 1). 

Pour l,j > 0, on pose : 


Zi,j = TxO C^{x){Bj n A^). 

Le lemme suivant énonce des propriétés de la suite {ziy)iy. 

Lemme 2.3. La suite {ziy)iy vérifie : 

1- = zi-yj+i pour l>l,j>0. 

2. \\C-^{x)oTfi^{zyj)-C-\x)oTfi^{zi^j)\\ < e-'^\\C-\x) 0 Tfi\zi,-ij+i) - C-\x) O 
Tfi^{zi 2 -yj+i)\\ pour li,l 2 >letj>0. 

3. ||C'-i(z) or-i(zjjJ - C:^^{x)oTfi^{ziyfi,\\ > eT'IIC'-i(x) - C-^{x) o 

TY^{zi-id 2 +i)\\ pour jij 2 >0 et 1>1. 
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Démonstration. Par construction des on a. pour Z > 1 : 

C A C Sfc^(0,/ie^r(/”"(z))) x Bk^{0,hr{f^{x))) 

et pour i = 0, • • • , m — 1 : 

■ ■ ■ ° 9x{A^) C Bki{0,hr{f{x))) x 5^2 (0,/ie'^r(/*(x))) 

(car \\ïpi{Y)\\ < Wil^iiY) - V’i(0)|| + ||V’i(0)|| < 7 oe"T'e'^/ir(/*(x)) + /ie"'^r(/*(x)) < 
hr{P{x))). 

Les abscisses de ces ensembles sont donc dans la partie que l’on garde quand on fait le 
cut-off pour le poussé en avant, c’est-à-dire dans la construction des Bj. 

En particulier, ■ ■og^{C~^{x)T~^zij)) est dans 

n Bj+i- D’où 

{C^(æ)"V"V™(^i,i)} = A^_^nBj+i = {C-\x)t-^zi_ij+i}. 

Donc f'^izij) =TxO C.y{x)C~^{x)T~'^zi-ij+i = zi-ij+i. 

Ce qui achève la démonstration du point 1. 

Passons aux points 2 et 3 du lemme. Leurs démonstrations utiliseront les deux lemmes 
suivants : 

Lemme 2.4. Notons B^ pour i = 0, • • • ,m les étapes intermédiaires (après cut-off) entre 
Bj et Bj^i lorsque l’on fait les cut-off successifs. En particulier, pour i = 1, - ■ ■ m — 1, B) 
est un graphe {X,'ip(X)) dans le repère 

C-\f\x))Efff\x)) 0 C-Hhx))Es{T\x)) 

au moins au-dessus de Bi-^{0,hr{ff{x))) C C~^{ff{x))Eu{ff{x)), Lip(V’) < 'yoe~'^ et 
11^(0)11 < hr[f’‘(x))e~^ (pour i = 0 ce sont les mêmes estimées sans les e~'^ et pour i = m 
c’est BkffQ,hr{f’^{x))e'^) au lieu de BkffQ,hr{f'’’’’'{x)))). 

Bj = Bj et C~^{x)T~^Tfm(^,^^Cfff^(x))B(p D Bj+i (cut-off). 

Alors si zi, Z 2 € Bj (i = 0, • • • , m — 1) on a : 

\\9fi(x)(^i) - 9fi{x)iz-2)\\ > e^'T'Ilzi -2;2||. 

Démonstration. On a vu au précédemment (voir lemme [27T]) que s’écrit : 

F) = (AX + R{X, Y),BY + U{X, Y)) 

où {A, B) = diag(A^(/*(x)), • • • , Ai^{f’’{x))), 1|24“^||“^ > e^™o“T', ||i?|| < eXmo+ 1+7 gt 
max(||Di2(X,y)||, \\DU{X,Y)\\) < 5h pour ||(X,y)|| < bhr{r{x)). 

Notons (X, (/)(X)) le graphe qui représente B). On a zi = (Xi,(/>(Xi)) et Z 2 = (X 2 , (/>(X 2 )). 
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D’où \\gp^^^{Xi,(j){Xi)) - gp^^^{X2,(j){X2))\\ est supérieur à 

\\A{Xi-X 2)\\ - \\R{Xi,<p{Xi)) - R{X2,<j)iX2m 

- ||C/(Xi,0(Xi)) - U{X2,(^{X2m - ||i?||||</>(Xi) - ct>{X2)\\ 

> ||A-i||-i||Xi - X 2 II - 5/r(l +7o)||Xi - X 2 II - 5/r(l + 7o)||^i - ^ 2 !! 

- 706 ^- 0 + 1 + 711 X 1 - X 2 II > (e^-o -7 _ i2h - 706 ^- 0 + 1 + 7 ) ||Xi - X 2 II 

(on a utilisé que ||7lX|| > ||^“^||“^||X||). Or : 

eXmo -7 _ ^Qe^-o+i+^ > 6 ^^ - 706 “^^ > 6 ^^, 

70 <<7 

donc pour /i << 7,70 on a : 


gXmo 7 _ ^QgXmo + l+7 _ I2h > 6^"*' — 12h > 62 . 

De plus, ll^i — Z 2 II < (1 + 7o)||-^i “ -^ 2 !! < 64 ||Xi — X 2 II ce qui donne : 

\\gJ,^^^{X^,(t>{Xl))-gf.^^){X2,4>{X2))\\ > 6^||Xi -X 2 II > 627||zi - Z 2 II. 

Cela achève la démonstration. □ 

Lemme 2.5. Notons pour i = 0, • • • ,m les étapes intermédiaires (après eut-off) entre 
Al et Aij^i lorsque l’on fait les eut-off successifs. En particulier, pour i = 1, ■ ■ ■ ,m — 1, Aj 
est un graphe {4>(Y),Y) dans le repère 

Cf\f\x))EM\x)) 0 Cf\hx))Es{T\x)) 

au moins au-dessus de Bk^{è),hr{f’'{x))) C C'“^(/*(x))£'s(/*(a;)) avec Lip((/)) < 706“'*' 
et ||</>(0)|| < /ir(/*(x))6“7 (pour i = m ce sont les mêmes estimées sans les 6“7 et pour 
i = 0 c’est 3^2(0, hr{x)e"^) au lieu de ( 0 ,/ir(x))j. 

A( est le même que défini précédemment et A’f = Ai 
Alors si zi, Z 2 € A’j^ (i = 0, • • • , m — 1) on a : 

||5'/î(î)(^i) - 5)7(2.)( 2 : 2 )Il < e-^^ll^i - Z 2 II. 

Démonstration. On reprend les mêmes notations que dans le lemme précédent. 

Notons {(p{Y),Y) le graphe qui représente A\. On a zi = {4){Yi),Yi) et Z 2 = ((?!>(l 2 ), ^ 2 ). 
D’où : 
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< \\A\\\\m) - m)\\ + \\R{m),Y,) - r{(^{Y2),y2)\\ 

+ \\UicPiY,),Y,) - UicPiY2),Y2)\\ + \\B\\\\Y, - Ysll 

< e»+^7o||yi - ^211 + 5h{l + 7o)||yi - ^211 + 5 /i(l + 70 ) 11^1 - ^2!! 
+ eXmo+i+ 7 ||y^ .y^ll < (706^1+'^ + 12/i + e^"‘o+i+ 7 )||y^ _ y2||. 

Or : 


7oe^^^'^ + gXmo+ 1+7 < + e~^'^ < e~~^. 

70 <<7 

Donc pour h « 7 , 70 , on a 7 oe^i^'>' _|_ 22 /i + e^"*o+i+T' < . 

De plus ll^i - 2:211 > (1 - 7o)||yi - ^ 2 !! > e“'^l|yi - ^ 2 !! ce qui donne : 

||<7;.(î)(</>(yi),yi) - gp^^^{ct>{Y2),Y2)\\ < e-3^||yi - ^211 < e-2T'||zi - Z 2 II. 

C’est ce que l’on voulait démontrer. 

□ 


Utilisons maintenant ces deux lemmes pour montrer les points 2 et 3 du lemme [2^ 

Démonstration du point 2 : 

On a vu que pour z = 0, • • • , m — 1, on a o ■ ■ ■ o g^{C ~^dans la 

partie que l’on garde quand on fait le cut-off pour construire c’est-à-dire qu’il est 

dans . En particulier, par le lemme [23] on a : 

||5/m-i(5;) o • • • o ffî(C'“^(x)r“^2;qj) - o • • • o gx{C~^{ x)t-^ zi^^j)\\ 

> e2T'™||C“^(x)r"^2Zi7 - j||. 

Or : 


Xf^(x) O C^if^ix)) o âf/m-i(î) O ■ ■ ■ O gxiCj Hx)t^ ^Zi^j) = = 2:7-17+1 

par le premier point du lemme 12.31 

Donc si on note C = C~^{x)t~^( x)), on a : 

||Cg, (^x)t^ ^ii,j 1^7 i.x')T^ 

< o o • • • o g^{C-^{x)T-^zi^j)) 

- C'"^(C'o5rjVu-i(j) o---og^{C-^{x)T-^Zi^j))\\ 

< e"27»»pC"^|| X \\C-^{x)t-^zi^_ij+i - C'“\x)r“^2«2_ij+i||. 
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Or C-Hw) = C-\r^{x))C^{x)w + donc DC-^ = C-^{f^{x))C^{x) 

ce qui implique ||Z?C'“^|| < si r] « 7. 

On en déduit le point 2 du lemmeES] 

Démonstration du point 3 : 

Pour i = 0, • • ■ , m — 1, on a 

O • • • O g-^{C~^{ x)t~^ zij^) dans (par construction des A\) d’où par le lemme 

[23]: "" 

Ilâ'/m-i(î) O • • ■og^{C-^{x)T-^Zij^) - O ■ ■ ■ O g^{C-^{x)T-^Zij^)\\ 

< e-^^^\\C-^{x)r-^zij, - C-^{x)t-^zij^\\. 

Or : 

r/m(a.) O C^{f^{x)) O O • • • O gx{C~\x)T~^Zij^) = + 

D’où, si on note toujours C = C'“^(x)T“^rjm(j,)C'^(/’”(x)), on a : 

11^7 ^7 (®)pr l,i 2 +l) Il 

= \\C-\x)r-^rizi,,) - C-\x)T-^rizij,)\\ 

= lie 0Sfm-i(5) O'" oæ(e^‘(®)Tar'2lji) - Co O ■ ■ ■ ogj(C7'(î)T7U,j,)|| 

< \\DC\\e-^-''"\\C-\xK'{z,j,) - C;'(x)t-Hz,j,)\\. 

Comme précédemment on a DC{w) = C~^{x)C.y{f^{x))w avec HDCH < e'^ si 7 << 7, 
d’où le point 3 du lemme 12.31 

Cela termine la démonstration du lemme 12.31 

□ 

On continue la démonstration de l’existence du point z et on va utiliser le lemme 12.31 
pour cela. 

L’idée est de démontrer que la suite {zi^i^i)i converge vers un point périodique de /. 
Par ce lemme (231 on a 


Il<^7 ^Zl+l,l - Hx)t^ ^Zl^lW 

< e~'^''\\C~^{x)r~^zi^2i - C~^{x)t~^zo^2i\\ < 2hr{x)e~'^^ 

car C'“^(x)r“^zi,2« et C“^(x)r“^zo,2Z sont dans B21. 

De même : 
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\\c^ ^zi^iW 

< e~'^'-\\C~^{x)T~^Z 2 i,i - C~^{x)T~^Z 2 ifi\\ < 2hr{x)e~'^\ 

et pour l > 1, 

\\c::^\x)T~hi^i_i - c~\x)T~hi^i\\ 

< e“^(^“^)||C'“^(x)r“^2;2z_i,o - C"^(x)r"^2:2/-i,ill < 2/rr(x)e“^(^“^\ 

En combinant ces inégalités, on obtient : 

||C'^^(x)r“^2;z+i,z - C'“^(x)r“^2;z,z_i|| < Ahr{x)e~^^''~^K 

Cela implique que la suite (C'“^(x)r“^ 2 :z+i^z)z >0 est une suite de Cauchy de C^. 

En effet si q > l on a : 

\\Cj^ix)T~^Zq+l^q - (x)r“^Zz+pZ || 

< \\C-\x)T-^Zq+l,q - (x)T"^Zq,q_l || + • • • 

+ \\C~\x)t-^Z i+2,1+1 - C"^(x)r"^2;/+i,/|| < ^4/re“^* —^ 0. 

' ' ^^ 1^+00 

i>l 

La suite (C'“^(x)t“^zz+i^z)z converge donc vers un point que l’on note C~^ix)T~^z. 

De plus, 

||C'"^(x)t“^ 2 ;/+P/ - C'“^(x)t“^ 2 ;/,/+i|| < 2/ir(x)e“^' + 2hr(x)e~^’‘ —> 0 

' ' /-ÿ'+oo 

ce qui montre que zi z+i —>■ z aussi. 

’ i—>-+oo 

Montrons que le point z obtenu vérifie f^{z) = z. 

Pour i = 0, • • • , m — 1 le point o • • • o g^[C~^ {x)t~^ zi+i^i) est dans l’ensemble 

(0,/ir(/*(x))) X 5 ^ 2 ( 0 , e'^/ix(/*(x))) sur lequel est continue. Ainsi, 

f^izi+i^l) = T/m( 3 ,)C'..^(/”"(x)) 5 (j™_i(j^ o • • ■ o g^C~^{x)T~^{zi+i^i) f^iz). 

Comme /"^(zz+i i) = zi z+i —>■ z, on obtient bien que f^{z) = z. 

’ ’ /—>+00 

Cela termine donc la démonstration du point 1 du Closing Lemma, c’est-à-dire l’exis¬ 
tence du point périodique z. 
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2.2.2 Démonstration du deuxième point du Closing Lemma : 

Il s’agit d’estimer la distance entre /*(x) et f^{z) pour i = 0, • • • ,m. 

On se place dans le repère C~^{x)Eu{x) 0 C~^{x)Es{x) et on note yi := Bq fl A^. 
Pour 0<i<m — 1, ona: 

Il5/i(î) O ■ ■ ■ ° 9x{C~^{x)t~^ zi^i+i)\\ 

< \\9ji(x) ° ° 9x{C~^{x)t-^zi^i+i) - o • • • o g${yi)\\ + \\9fi(^s^ o • • • o 9xiyi)\\- 

Mais 9ji(^^'j o ■ ■ ■ o g^iyi) G 9fi(x) ° ° 9x{^^) 6st dans la partie que l’on garde quand 

on fait le cut-off pour construire Bi (voir le début de la démonstration du lemme [231) . il 
est donc dans B^^. Par le lemme Ea on a donc pour i = 0, • • • , m — 1 : 

llâ'/qs) ° ° 9xiyi)\\ = llâ'/qj) o ■ ■ ■ o g^{0) - gp^^^ o ■ ■ ■ o g^iyi)\\ 

< i(î) o---oâ'î(O) o---o9xiyi)\\ 

< e- 27 ("*-i-i) X 2/ir(/™(x)) < 

Par ailleurs, par le lemme 12.51 on a aussi pour i = 0, - ■ ■ ,m — 1 : 

Il5'p(î) ° ° 9xiC~'^ix)T-^zi^i+i) - gpi^^^ o • • • o gxiyi)\\ 

< {x)t~^ zij+i -yiW < 2/ir(x)e"^^* < 2he~^'^\ 

En combinant les deux inégalités, on en déduit que 

° ■ ■ ' ° 9x{C~\x)t~^zi^i+i)\\ < + 2 / ie "^^* 

< 4/imax(e-2T'^e-2T'(”^-*-^)). 

On fait tendre l vers l’infini, et par continuité (comme précédemment), on obtient : 

Il5p(î) ° ■ ■ ' ° 9x{C~^{x)t~^z)\\ < 4/imax(e“^^\e"^^(™“*"^)). 

Maintenant comme f{z) = Tp(^^)oC-y{f{x))ogpi_p^^o---og^{C~^{x)T~^z) et f{x) = 
Tfi(^x) ° C^{p{x)){Ç)), par le théorème des accroissements finis, on a pour i = 0, • • • ,m : 

dist(/*(x),/*(z)) < C{X)\\C^{f\x))\\ X \\gp_^^^^o---og^{C-\x)T-h)\\. 

Mais \\C.y{p{x))\\ < e'>'*||C'.y(x)|| < ^ car ||C'.y(z)|| est tempérée et ai G A^. De même, 
comme f^ix) G A^, on a ||C'..y(/*(ai))|| < ||C'.^(/”^(x))|| < 
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On obtient donc, pour i = 0, • • • ,m, 


dist(r(x),r(z)) < C'(X)||C^(r(x))||4/rmax(e-2^(*-i),e-2^(”^-*)) 

< C(X)e2T'||C^(f (x))||4/imax(e-2T'\e-2'^("^-*)) < max(e-^^ 

ro 

Il suffit alors de prendre h suffisamment petit pour que ^ < e et on obtient 

l’estimée que l’on voulait. 

Il reste le point 3 du Closing Lemma à montrer, c’est-à-dire que 2 : est hyperbolique. 

2.2.3 Démonstration de l’hyperbolicité de 2 

Nous allons montrer que Df^{z) a niQ valeurs propres de module supérieur à e'^ et 
k — mo valeurs propres de module inférieur à e“'^ (on compte avec multiplicité). 

Pour cela on va construire des variétés stables et instables en 2 ; à partir des suites iBj)j 
et {Ai)i précédentes. Commençons par la variété instable. 

On se place dans le repère C~^{x)Eu{x) ^C~^{x)Es{x) et on note l’ensemble des 
graphes de fonctions holomorphes {X,il>{X)) au-dessus de Bk^{Q^hr(x)) C C~^ix)Eu{x) 
avec Lip('0) < 70 et ||V’(0)|| ^ hr{x). Les Bj sont dans Gh par construction. 

On munit Gh de la métrique suivante : 

(i(graphe (/>,graphe 'ip) = max ||(^(t) —'ip{t)\\. 

teBk^{ 0 ,hr{x)) 

Par le théorème d’Ascoli, {Gh, d) est relativement compact (on a une famille équiconti- 
nue car Lip(V’) < 7o et \\i^{t)\\ < ||V’(0)|| + ||V’(t) - V’(0)|| < hr{x) + jo\\t\\ < hr{x){l + jo))- 
Une limite uniforme de fonctions holomorphes étant holomorphe, {Gh,d) est même 
compact. On a alors : 

Lemme 2.6. {Bj)j est une suite de Cauchy de {Gh,d). En partieulier il existe B G Gh tel 
que Bj — B. 

j^+00 

Démonstration. Comme dans la fin de la preuve de l’existence de 2 , il suffit de démontrer 
que : 


Vj > 0, à.{Bj,Bjj^i) < e d{BQ, Bi) < e '^^3hr{x). 

Pour cela il est suffisant de voir que : 

Vj > 0, d{Bj+i,Bj+ 2 ) < e~’^d{Bj,Bj+i). 

Dans le repère C~^{p{x))Eu{p{x)) ^ C~^{f^{x))Es{f^{x)), on considère pour i = 
0, • • • , m — 1, l’ensemble G\ des graphes de fonctions holomorphes {X, V'(X)) au-dessus de 
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-Bfci( 0 ,/î.r(/*(x)) avec Lip(^/)) < 70 et ||' 0 (O)|| < hr{P{x)) muni de la distance di définie 
par : 


dj(graphe (/>, graphe V') = max _||</>(i) “ V’(^)ll- 

teSfcj ( 0 ,/ir(/i(î))) 

On a, do = d. On considère aussi G™ l’ensemble des graphes de fonctions holomorphes 

{X,'il;{X)) au-dessus de ( 0 , e'>'/ir(/™-(x)) avec Lip(V^) < 70 et ||'(/’( 0 )|| < hr{f^{x)) muni 
de la distance dm définie par : 

(im,(graphe i;A,graphe ■ 0 ) = max _||</’(^) “ ' 0 (^)ll- 

iGSfcj ( 0 ,eT'/ir(/™-(î))) 

Les (i = 0, • • • , m) sont dans G\. 

On a pour i = 0, • • • , m — 1 et j > 0 : 

En effet gp^^^{X,Y) = {AX + R{X,Y), BY + U{X,Y)) avec > e^-o-T-, 

||_B|| < gXmo+i+T' et max(||Diî(X,y)||, \\DU{X,Y)\\) < 5/r pour ||(X,y)|| < 5/ir(/*(x)). 

Donc si on note (X, (pi{X)) le graphe de Bj, (X,■0i(X)) le graphe image par qui 

contient (X, ç!) 2 (X)) le graphe de Bj_^^ et (X, V' 2 (X)) le graphe image par gp^^'^ qui 

contient on a : 

||V^i(^X + R{X, 01 (X))) - 02(^X + B(X,0i(X)))|| 

< UMX + B(X,0i(X))) - 02(^X + R{X, 02(X)))|| 

+ ||02(^X + B(X,02(X))) - 02(^X + R{X, 0i(X)))||. 

Mais (X, 0i(X)) = (MX + B(X, 0i(X)), B0i(X) + U{X, 0i(X))) 

est un point de (X,■0i(X)) (et de même en remplaçant 0i par 02 et 0i par ■ 02 )) d’où : 


1101 (MX + B(X,0i(X))) - 02(MX + R{X, 0i(X)))|| 

< ||B0i(X) + C/(X,0i(X)) - B02(X) - G(X,02(X))|| 

+ 7o||B(X,02(X))-B(X,0i(X))|| 

< ||B||||0i(X) - 02(X)|| + 5/i||0i(X) - 02(X)|| + 7o5d||0i(X) - 02(X)|| 

< (eX™o+i+7 + 5/i(l +7o))||0i(X) - 02(X)|| < e-2^||0i(X) - 02(X)||. 

et sont des sous-parties de (X, 0i(X)) et (X, 02(X)) d’où : 

Vf = O,-- - ,m- l,Vi > 0, di+i(Bf\Bi+l) < e-2^d0Bj,Bi+i). 
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On obtient ainsi : 


< e-^^^doiB^B^^,) = e-^^^d{B„ B,+,). 

Il faut maintenant passer de BJ^ à -Bj+i- 

On a -Bj+i qui est le cut-off de C~^{x) o o o C'^(/”^(x))(i?™). 

On reprend les notations utilisées à savoir C = C~^{x) o o o Cy{f"^{x)) qui 

s’écrit C{w) = gi{w) + C~^(x)am avec gi{w) = C~^{x)C^{f'^ix))w. 

On a gi{X,Y) = {AX + CY,BY + DX) avec > 1 - e(r/), ||B|| < 1 + e(r/), 

IIC'II, ||-D|| < e{g). En notant C~^{x)am = (^ 1 ,^ 2 ); on peut écrire, 

C{X, Y) = (ti + + CY, t2 + BY + DX). 

Si on reprend le calcul précédent avec C à la place de gji(^^y iX,(pi{X)) pour BJ^, 
{X,(p 2 iX)) pour et (X,■0i(X)), {X,^p 2 iX)) les images respectives de ces graphes par 
C, on a : 


||V’i(ti + + CMX)) - Mh + + cMxm 

< WMh + + CM^)) - Mh + + cM^m 

+ ||'02(il + ^X + C(I)2{X)) — 'Ip2{tl + AX + C(l)i{X))\\ 

< \\BMX) + DX-DX- B<l>2{X)+t2 - t2II +7011^11 ||</.i(X) - ct>2{X)\\ 

< (||B|| + 7o||C||)||0i(X) - um < (1 + e(r?) + 706(7))ll</>iW - <t>2{X)\\ 

< 6^1101 (X) - (/)2(X)Il pour 7 << 7 , 70 - 

Comme -Bj+i et -Bj+2 sont inclus dans {X,^pi{X)) et (X,'î/’2(X)), on obtient : 


d{B,+i,Bj+2) < e'^dUBf,Bf^^) < e^e-^'^"^d{B,,Bj+i) < e-^d{B,, Bj+i). 

C’est ce qu’on voulait démontrer. La suite {Bj)j converge donc vers B G Gh- 
Remarquons aussi que de la même façon, les Rj convergent quand j —?> +00 vers 
R* G G\ pour i = 0, - ■ ■ ,m (cela découle des inégalités que l’on vient de montrer). 

□ 


Passons maintenant à la variété stable. 

Dans le repère G~^{x)Eu{x) ^ G~^{x)Es{x), on note l’ensemble des graphes de 
fonctions holomorphes {(j){Y),Y) au-dessus de Bi~^{0,he'^r{x)) C C~^{x)Es{x) pour les¬ 
quels Lip((^) < 7 o et ||</>(0)|| < hr{x). Les sont dans Gy. 

On munit Gy de la métrique : 

d(graphe (/>,graphe ip) = max ||(^(t) — ^p{t)\\. 

teSfcj {0,he~fr{x)) 
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Comme précédemment, par le théorème d’Ascoli, {Gy,d) est compact. 
On a alors : 


Lemme 2.7. {A^)i est une suite de Cauchy de {G^,d). En particulier il existe G G^ 


avec A? — A^. 

l—y+oo 


Démonstration. On va montrer que : 


V^>1, d{AlA^i^,)<e-^d{AU,A^i) 
et cela impliquera le résultat comme au lemme précédent. 

Dans le repère C~^{P{x))Eu{r{x)) ^ G~^{P{x))Es{P{x)), on considère, pour i = 
1, • • • ,m, l’ensemble G\, des graphes de fonctions holomorphes {(p{Y),Y) au-dessus de 

3 ^ 2 ( 0 , hr{f^{x)) avec Lip(i^) < 70 et ||i;A(0)|| < hr{P{x)) muni de la distance dt définie 
par : 


dj(graphe (/>, graphe V') = max _||</>(i) — V’(^)ll- 

Les A\ sont dans G\, par construction pour i = 1, • • • ,m. De plus, on a (en notant 
do = d) 


Vi = 0, • • • ,m - 1 et V/ > 0, d,(4, 4 + 1 ) < e-2^d,+i(4+\4+}). 

En effet comme dans le lemme précédent Y) = {AX+R{X,Y), BY+U{X, Y)) 

avec ||A-i||-i > ||B|| < e>^™o+i+T' et max(||Diî(X,y)||, \\DU{X,Y)\\) < 5h pour 

||(A,y)|| <5dr(r(x)). 

Donc si on note {(pi{Y),Y) le graphe de Aj, (^i(y),y) son graphe image par 
qui est inclus dans {(f) 2 {Y),Y) le graphe de A^^^ et {‘ip 2 {Y),Y) son graphe image par 

9 fi{x) inclus dans A^^|, on a : 

||V^i(i?y + u{My),Y)) - MBY + c/(0i(y),y))|| 

> WMBY + U{MY),Y)) - MBY + U{ct>2{Y),Y))\\ 

- WMBY + U{ct)2{Y),Y)) - MBY + U{MY),Y)) ||. 

9 fi{x)^^^^Y),Y) est un point de {'ipi{Y),Y) (et de même en remplaçant (pi par (p 2 et 
■01 par 02 ) d’où la quantité précédente est supérieure à 


||A0i(y) + iî(0i(y),y) - auy) - r{cP2{y),y)\\ - 7o5d||0i(y) - (P2{y))\\ 

> ||A(0i(y) - <P 2 {Y))\\ - (1 + 7o)5/r||0i(y) - (P 2 {Y)\\ 

> (eX-0-7 _ 5d(l +7o))||0i(y) - MY)\\ 

> e^'*'||0i(y) — 02(b")|| car (e^"*o“7 _ -I-70)) > 
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L’image de par est incluse dans d’où : 

Vi = O,-- - ,m- 1 et V; > 0, 4^1) > e'^^di{Ai,Ai^^). 

On obtient ainsi : 

Si C~^ = C~^(f"^(x)) O oTx O Cj(x), on a C~^{A^_^) D Ai = A^ (car on fait un 

cut-off) d’où : 


doK,<i) = d{Af,Al,) < 

< e'^e~‘^"^^d{A^_i, A^) (exactement comme au lemme précédent) 

<e-^diAl„A^). 


C’est ce qu’on voulait démontrer. 

□ 


Remarquons aussi que les A^ convergent quand l —>■ +oo vers dans G* pour i = 
0, • • • , m par les inégalités que l’on a prouvées. 

Rappelons que le point zi^i+i vérifie G“^(x)r“^( 2 ;;^;+i) G i?z+i O A^. En particulier 
quand l —)■ +oo on a C~^{x)t~^{z) G B Cl A^. 

B et A sont des graphes de fonctions holomorphes comme limites uniformes de fonc¬ 
tions holomorphes. 

On va maintenant utiliser ces deux ensembles pour montrer que z est hyperbolique. 

Cela va se faire en deux étapes : tout d’abord nous construisons des espaces inva¬ 
riants Eu{z) et Ea{z) puis dans une deuxième étape nous estimerons les valeurs propres de 
Df^{z) dessus. 

Construction de sous-espaces invariants : 

On a O ■■■O 9x0 C~^{x)t~^{tx o C^{x){A^i)) C A™ et 

Af- C C~^{f^{x)) O oTxO C^{x){A^_^) ce qui implique : 

O G^(/™(x)) O o---og^o C~^ (x)t~^ o C-y{x){A^)) C o C-y{x){A'iA- 

En passant à la limite sur /, on obtient o C-^{x){A)) C Tx o C^{^){A) (et 

^ = f^lz) G f'^ixx o C'^(x)(A°))). 

En particulier si on note Es{z) l’espace tangent à Tx o C-^{x){A) en z, on a : 

Dr{z){Es{z))(lEa{z). 
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On verra que si 0 est valeur propre de Df^{z), l’inclusion Df^(z){Es{z)) C Es{z) 
peut être stricte. 

Faisons un raisonnement analogue pour l’espace Eu{z). 

Dans la suite, on note Aq = (0, hr{x))xBk2{0, e^hrix)), pour i = 1, • • • , m—1, Aj = 

BkiiO,hr{p{x))) X Bk^{0,hr{p‘{x))) et Am = Bk^{0,e'rhr{f'^{x))) x /ir(/”^(x))). 

En passant à la limite sur les Bj on a : 

<^7 • • {gf(^){9x{B) n Al) n As) • • • ) n A^) n Aq = .B 

(cut-off successifs). 

Le point C~^{x)t~^{z) est dans B, ensuite o ■■■ o g^(C~^{x)T~^{z)) est dans 

l’intérieur de Aj+i pour i = 0, • • • , m - 1 et C~^{x)T~^Tfm(^^'^C^(f'^{x))gj^_^^^-^ o ■■■ o 
g${C~^{x)T~^{z)) est dans l’intérieur de Aq. 

On peut donc trouver un voisinage U de C~^{x)t~^( z) tel que o • • • o g${U) C 

Aj+i pour i = 0, • • • ,m - 1 et C'"^(x)T"V/m( 3 ,)C'^(/™(x)) 5 rjv„_i(j) o ■ ■ ■ o gxiU) C Aq. 

En particulier : 

C:^^{x)T~^Tf^^^)C^{f^{x))g^^_i^^^ o • • • o g$(U H B) C B 
ce qui implique que f^{TxCj(x)(U D B)) C TxC^{x){B). 

Si on note Eu(z) l’espace tangent à z en TxC^{x){B), on a comme précédemment : 

Dr{z)Eu{z) C Eu{z). 

Remarque. On verra qu’ici on a une égalité, c’est-à-dire que Df’^{z) est un isomorphisme 
de Eu(z) dans lui-même. 

Estimation des valeurs propres de Df"^{z) : 

Soit V un vecteur tangent à au point C~^{x)t~^{z) avec v ^ 0. 

On note g = o • • • o grj et on va évaluer ||Dgr(C'“^(x)T“^(z))u||. 

Supposons dans un premier temps que cette quantité est non nulle. On a : 


o gxC-\x)T-\z))D{g^^_2^^.^ o • • • o g^){C-\x)TxHz)){v)\\ 
ogxC-^{x)T-^{z))D{g^^_2^^.^ o ■ ■ ■ o g^){C-^{x)Tx^{z)){v)\\ 
o • • • o gx)iC^\x) o tE\z)){v)\\ 

X ||^(5/m-2(î) o • • • o gx){C-\x) o r“^(z))(u)||, 

puis on recommence ce que l’on vient de faire avec ' '°gx lieu de 

■ ■ o g^. Après m fois on a : 


\\Dg{C^^{x)T^^{z))v\\ 

Il 1 — 2 ^ 

\\^9 Jm —1 j^Tn — 2 ^ 
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- 1 / 


(■^m—l) (t^m—l) 
l|C^m-l|| 




avec Zi = • •oc?îC'^ {x)t^ ( 2 ;) et Ui = D{gp_i^^.^o- ■ ■og^){C^ ix)T^ {z))iv) 

pour Z = 0, • • • ,m — 1. 

Maintenant on a : 


â'ji-i(j) O ■ ■ ■ O g^[A^) C ^ lim A] par construction . 

Cela signifie que Ui est tangent à au point Zi. 

est un graphe de la forme {(p^{Y),Y) avec ||y|| < hr{f^{x)) pour i = l,--- ,m et 
||y|| < e^hrix) pour i = 0. On a aussi Lip((/i*) < 70 pour z = 0, • • • ,m. Le vecteur Ui est 
donc de la forme Ui = {D(j)'^{Y)ai,ai). 

On a alors \\Dgp^^.^{Zi){Ui)\\ < e~‘^'^\\Ui\\. En effet, pour ||(X,y)|| < 5hr{P{x)) : 


Dgji^.^.^{X,Y){wi,W2) = (^zui + DR{X,Y){wi,W2), Bw2 + DU{X,Y){wi,W2)) 

d’où : 


\\Dgp^^)iZi){wi,W2)\\ < Pllllw^ill + 10/i||(u;i,u;2)|| + ||-B||||u;2|| 

avec { 1 x 1 , 102 ) = Ui- Mais ||zui|| = \\DP{Y)ai\\ < 7 o||ai|| = 7 o||w? 2 || et donc : 

\\Dgp^^.^{Zi){wi,W2)\\ < (70PII + 10/1(1+70) + ||B||)||zc2|| 

< (706^^^^^ + 10/1(1 + 7o) + e^™o+^^'^)||zz;2II < \\w2\\ 

(voir la démonstration du lemme 12.51 pour la dernière inégalité). 

Cette dernière quantité est bien plus petite que e“^"’'||[/i|| car 

IlL'ill > ||t(; 2 || - llzuill > (1 - 7o)lk2|| > e~'^\\w2\\. 

Si on reprend l’équation ([T]), on obtient ainsi 

||D9(C-‘(î)T-‘(2))!.|l<e-"^”l|!.||. 

C’est aussi vrai si le membre de gauche est nul. 

Considérons encore C = C'“^(a?)r+^rym(a,)C'-y(/™'(x)). On a : 
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\\D{C O g){C^\x)T^\z)){v)\\ 

< \\DC{g O C-\x) O T-^iz)) Il \\Dg{C-^ (x)r“^ (^))(i') Il 
<||C-Hî)oC,(r(x))||e- 2 ^-||z;|| 

< e'*'“^'^™'||î;|| car g « 7 

< e“'*'||?;||. 

Maintenant on va itérer cette inégalité. Pour cela, on remarque que : 


{C O g){C^ \x) oT^\z)) = \x)t^ ^ O /™(z) = ^(x) o \z) 

et {Cog){A^) c C{A^) C MO. 

On peut donc recommencer et par une formule du même type que celle de l’équation 
m, on a pour k > 1 : 

\\D{C ogo---o Cog){C-^{x) o r,7H^))(^')ll < e“0'*’||u||. 

'-V-' 

k fois 

Ensuite : 


D{C ogo---oCo g){C~^{x) o T~^{z))v 
= D{C-^{x)ot-^ o oT^oC^{x)){C-^{x)oT-^{z))v 
= D{C-^{x) o T-^){f'^^{z)) o Df^^{z) o D{Ta: O C'.^(x) ) (C”^ (x) O T-^{z))v, 

d’où : 

\\D{C ogo---oCo g){C~^{x) o r"^(z))x|| 

> ||E>(C'"^(x)or“^)(z)"^|r^ X ||E)/™^(z)oE)(r,,oC^(x))(C“^(x)or"^(z))x||. 

Soit w € Es{z). Par définition de Es{z), w s’écrit w = D{txoC^{x)){C~^{x)t~^{z)){v) 
avec V tangent à MO en C~^{x)t~^{z). D’où : 

||^r"(^)«^|| < \\DiC-\x)r-^)iz)-%-^^\\v\\ < C(X,ro)e-^"||n;||. 

Donc Df'^{z) est contractante sur Es{z) et ses valeurs propres sont de module inférieur 
ou égal à e~'^. 

Passons à Eu{z). Soit v un vecteur tangent à B au point C~^(x)t~^{z) avec x 7 ^ 0. 
Notons Zj = gp-i(^^o---og^C~^{x)T~^{z) et Ui = D{gp_i^^^o ■ ■ ■ o g^){C~^{x)T~^{z)){v) 
pour i = 1 , • • • , m — 1 . 

On commence par estimer \\Dgp^^^{Zi)Ui\\. 
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Si U est un petit voisinage de ^{z) on a : 

9fi-i(x) O • • • O 9x{U n 5) C Bj POur z = 0, • ■ ■ , m. 

En particulier Ui est tangent à en Z^. 

Comme est un graphe du type (X, ^^(X)) avec ||X|| < hr{p{x)) pour i = 0, • • • , m— 
1, ||X|| < e^hr{f^{x)) pour i = m et que Lip('0®) < 70 pour z = 0, • • ■ ,m, le vecteur Ui 
est de la forme Ui = {ai, D'il>^{X)ai). 

On a alors : 


\\Dgp^^^{Z,)U\\>e^"^\\U 

En effet : 


Dgj^i^-^^{X,Y){wi,W2) = {Awi + DR{X,Y){wi,W2),Bw2 + DU{X,Y){wi,W2)), 
d’où : 


\\Dgp^^^{Zi){wi,W2)\\ 

> IIAzuill - \\DR{Zi){wi,W2)\\ - ||-B||||z(;2|| - \\DU{Zi){wi,W2)\\ 

> ||A“^||“^||zz;i|| - 5 /i||(zci,zc 2)|| - ||-B||||zc 2 || - 5/z||(t(;i,t(; 2 )||. 

Or Ui = {ai,Dil;'-{X)ai) = {wi,W 2 ) donc ||'«; 2 || < 7o||ai|l =7o||'»^i||, et ainsi 


\\Dgp^^^{Zi){wi,W2)\\ 

> e^’"o“'>'||zz;i|| - 5/i(l + 7o)||^i’i|| - e^”*o+i’'''’'7o||rcil| - 5/z(l + 7o)||it'i|| 
= (e^™o“'>' — 10/z(l +7o) — 7 oe^’"o+^’'''’')||t(;i||. 


Comme ||(zci,t(;2)|| < (1 + 7o)||rci|| on obtient : 




gXmg 7 _ io/z(l + 7 q) — ^ge^’"o+i+'>' 
1 + 70 


X WUiW^e^'^WUi 


(voir la preuve du lemme 12.41 pour la dernière inégalité). 

Remarquons que cela implique aussi que Dgp^^^{Zi){Ui) = C/i+i est non nul si C/j 7^ 0. 
En particulier, comme C/q = u 7 / 0, on a C/j 7 / 0 pour z = 0, • • • , m — 1. 

Maintenant, si on utilise la formule de l’équation m , on a : 


\\Da{C-\x)T-'{z))v\\>ê-^M, 
et si on compose par C = C'“^(a?)T“^rj^m(a;)C'g.(/™'(x)), on obtient 
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\\D{C O g){C-^{x)T-^{z))v\\ 

= \\DC{g O C-^{x)t-^{z)) o Dg{C-^{x)T-^{z))v\\ 

> \\DC{g O C-^{x)T-^{z))-^\\-^e‘^'^'^\\v\\ 

= WC-^rix)) O C^{x)\\-^e^^^\\v\\ > e-"<e^"<^\\v\\ si r? « 7 

> e^\\v\\. 

On va itérer cette inégalité. 

Pour cela, on remarque Cog{C~^{ x)t~^{ z)) = C~^{x)t~^{z) et si Wi est un voisinage 
suffisamment petit de C~^ {x)t~^ {z), on a C o g(B fl Wi) <Z B f\U. 

On peut donc recommencer ce que l’on vient de faire. En itérant k fois le procédé (quitte 
à prendre à chaque fois), on a par une formule du même type que celle de l’équation 


\\D{C O go---oC O g){C^^{x)T^^{z)){v)\\ > é^^\\v 
Ensuite comme précédemment : 


D{C O g O - - - O C O g){C^ ^{x)t^ 

= D{C-\x)t-^){z) O Df^’^{z){D{T^ O C.y{x)){C-\x)T-h){v)), 

d’où : 


\\D{C O g O - - - O C O g){C^ ^{x)t^ H^))(^)II 

< \\D{C-\x)t-^){z)\\ X \\DrHz){D{r.oC,{mC:^Hx)r-^z){v))\\. 

Soit w € Eu{z). Par définition w = D{tx o C^{x)){C~^{x)t~^{z)){v) avec v tangent à 
B en C~^ {x)t~^ (z) . Donc e'>'^||u|| < \\D{C~^ {x)t~^){z)\\\\D {z)w\\ ou encore e'^^||r(;|| < 
C{X, ro) \\Df"^^{z)w\\. En particulier, Df"^{z) est dilatante sur Eu{z) et ses valeurs propres 
sont de module supérieur ou égal à . 

Cela termine la démonstration du Closing Lemma. 

Faisons deux remarques supplémentaires : 

1. Tout d’abord comme Df'^{z)\Eu{z) ^st dilatante, Df^{z) est un isomorphisme de 
Eu(z) dans lui-même. On a donc Df'^{z)Eu{z) = Eu(z). 

2. L’inclusion Df'^{z)Es(z) C Es{z) peut être stricte. En effet KerDf^{z) C Es{z) 
(pour le voir faire une décomposition de u G KerDf'^(z) dans une base composée 
de vecteurs de Es{z) et Eu{z)). 
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3 Approximation par des Bernoulli 


Le but de ce paragraphe est de démontrer le théorème [TJ Nous allons pour cela suivre 
la méthode d’A. Katok et L. Mendoza (voir |13|L Comme dans le Closing Lemma, ce qui 
change c’est que / n’est pas inversible et possède un ensemble d’indétermination. 

On garde les 7 , S et cq du paragraphe |21 Soit p > 0 et (pi, • • • , G C°(X, M). 

On fixe 0 < r < 1 petit de sorte que 0 < r < p et — 3r > h^{f) — p. 

On choisit ensuite e > 0 suffisamment petit pour que dist{x,y) < e implique \<Pi{x) — 
p>i{y)\ < § pour i = 1, • • • , feo- C’est possible car les fonctions (fi sont uniformément 
continues {X est compact). 

Par le théorème de Brin-Katok, si on note 

Bm{x, e) = {y € X , dist{fP{x), fP{y)) < e pour p = 0 , • ■ ■ m - 1 }, 


on a 


hn{f) = lim liminf- logp{Bmix, e)) pour p — presque tout x. 

e—>-0 m->-+oo rn 

On pose : 


re,mo = {æ,Vm > mo p{Bm{x,€)) < e 

Si e est assez petit, on a : 

(5 1 r 

1 - - < p({x, liminf- logp,{Bm{x,e)) > h^{f) - -}) < p{Umo'i^e^rno) 

2 m ^+00 rn 2 

donc p{Tf:^jno) > 1 — (5 si mg est assez grand. 

Dans la suite on considère le 70 (qui était petit par rapport à 7 ), le /i et le p du Closing 
Lemma ou de sa preuve. On mettra des conditions un peu plus fortes sur ces quantités que 
l’on aurait pu supposer dans la démonstration du Closing Lemma si on voulait. 

Voici maintenant le plan de la preuve : 

Dans un premier temps, on va construire y G A 5 avec beaucoup de récurrence autour 
de lui. Ensuite nous utiliserons ce point pour fabriquer le codage et vérifier les trois points 
du théorème. 

3.1 Construction du ÿ G As avec de la récurrence : 

Les {B{ÿ,r]),ÿ G A 5 } forment un recouvrement de As qui est compact : on peut donc 
trouver un sous-recouvrement fini ^i=iB{yi,r]). 

Soit Ç une partition finie de l’extension naturelle X, plus fine que (A 5 , Ai\A 5 ) et telle que 
le diamètre des éléments de Ç soit plus petit que la constante de Lebesgue du recouvrement 
de As par p). 

On note : 
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= {x ^ As,ym > uiq on a f'^{x) € Ç(a:) pour un g G [m, m(l + r)] et 


Vi = 1, • • • , feo on a 


^ m—1 „ 

— V V9i O 7r(/^(x)) - / V9id^ 

m / 

i=o 


r 

< 2 >- 


Lemme 3.1. Pour assez grand, on a > 1 — 25. 


Démonstration. Les fonctions (piOn sont continues sur X, donc par le théorème de Birkhoff, 
on a sur un ensemble de masse 1 pour ’p, : 


1 


m—1 


— ipiOTr{f{x)) 


z=o 


ipi O 7rd^(x) = J (fidfj.. 


Cela implique que 


< X, Vm > mi , Vi = 1, ■ ■ ■ , /cq on a 




m—1 


m 




1=0 


< 


est de mesure 1 pour ju. 

Si mi est assez grand on a donc : 


M 


X, Vm > mi , Vi = 1, • • • , /cq on a 


1 

m 


m—1 


1=0 


(fidfi 



> 1 - 


Soit maintenant C £ ^ avec C C As- On suppose que p{C) > 0. 

Si on applique le théorème de Birkhoff à la fonction x —> Xc(x) (qui vaut 1 sur C et 0 
ailleurs), on a : 


^ m—1 

— Y AciPix)) 

1=0 

sur un ensemble de masse 1 pour p. 
Cela signifie en particulier que : 


Xc{x)dp{x) = p{C) 


.. m—1 

M{x,Vm > m 2 on a — V xc{f{x)) < P{C){1 + 1) 
^ m 6 

m2 1=0 


et 


1 

[m(l + r)] + 1 


[m(l+r)] 

Y Acif^ix)) 


1=0 


>P{C){1 
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est de mesure 1 pour ju. 

Si m2 = m2{C) est assez grand, on a donc : 


m —1 


^(r(C')) = fl{{x € C,\/m > m2 on a — Y] Xc{f{x)) < /i(C')(l + et 

m 6 

1=0 

[m(l+r)] 

Hi + OI + i g ^ 

—^ 

Si X est dans r(C') et si f\x) ^ C pour l = m, - ■ ■ , [m(l + r)] (avec m > m 2 ), on a : 


[m(l+r)] 


m—1 


0 + ’-){i-tMC)<- xc{f'{î)) = -Ÿ.xci?{î))<?(C){i + '-}. 

d m m d 


1=0 


1=0 


d’où : 


/y» iy> y* ^ 

(1 + r)(l-) < 1 H— — < —, ce qui est absurde. 

3 3 3 3 

Cela signifie que pour x G r(C') on a Vm > m2{C), x G C et il existe q G [m, m(l + r)] 

avec /'^(x) G C = ^{x). Soit 


m2 = max m2(C). 

C&i,CcAs,KC)>0 


L’ensemble {x G As,ym > m2 il existe q G [m, m(l + r)] avec /"^(x) G C(^)} contient 
donc UcGLGcA5,M(C)>or(C')- On en déduit que : 


/î({x G A^, Vm > 1712 il existe q G [m,m(l + r)] avec pix) G C(®)}) 

, -5 3(5 

>a(A,5)-2 >1 -y 


Ainsi si mg = max(mi,m2), on a : 


(5 3(5 


car A^ contient 


X, Vm > mi , Vf = 1 , • • • , /cq on a 


^ m—1 ç 

— V O -ïï{f{x)) - / ipià^i 
m J 

1=0 


r 

^ 2 
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intersecté avec 


|x G As,\/m > 1712 il existe q G [m,m(l + r)] avec /'^(x) G Ç(x)| . 

Cela démontre le lemme. 

□ 

Maintenant on a /r( 7 r(A^„j^) D >1 — 3 ( 5 . Pour m > max(mo,mQ), soit Em un 

ensemble (m, e)-séparé de cardinal maximal dans 7r{A^^^r^) H re,mo- 

Si X G Em, on a , Le cardinal de Em est donc supérieur à 

(1 — 3 ( 5 ) 

Pour q = m, - ■ ■ , [(1 +r)m], on pose Fg = {x G Em, /'^(x) G Ç(x)} où x est un point de 
^5,m'g d^i se projette sur x. 

Soit n qui maximise le cardinal de Vq. On a : 

card Vn > -—— -> (1 - > ie^A/)™- 2 rm^ 

rm + 1 2 

Soit X Çz Vn- On a /"'(x) G Ç(x) et alors dist(x,/""(x)) < diam(Ç(x)) qui est lui-même 
plus petit que la constante de Lebesgue du recouvrement de par ry). 

En particulier il existe i G {1, • • • , t} tel que x et /”(x) sont dans B{yi,r]). 

Soit i qui maximise le nombre de x G qui vérifient cette propriété. On notera ÿ = yi, 

y = 7 r(y), et N le nombre de x G 1^ avec x et f"'{x) dans B{ÿ, rj). On a N > -• 

C’est le point y £ As que l’on voulait construire. 

Remarquons que si on prend m grand et que ce nombre est 

supérieur a e car m < n < [1 + r)m. 

On a donc N > 1-1^1"'“^"' grâce à l’hypothèse faite sur r au début. En particulier 

quitte à réduire le nombre de points on prendra dans la suite N = et nous 

noterons xi, • • • , xat les x de tels que x et /"'(x) sont dans B{ÿ, ij). 

Par construction xi,--- ,xi\f sont dans 7 r(A^„j^) et nous appellerons xi, • • • ,xn des 
points de A^^j^ qui se projettent sur eux (et qui vérifient Xi,/”(x)) dans B[y,rj)). 

Nous allons maintenant utiliser ces points pour construire le codage. 

3.2 Construction du codage 

Nous utiliserons le lemme suivant : 

Lemme 3.2. Pour rj > 0 petit, on a : 

Pour tout x,ÿ £ As avec dist(x, ÿ) < rj, si {X, ip{X)) est un graphe au-dessus d’une par¬ 
tie de C~^{y)Eu{ÿ) (dans le repère C~^{y)Eu{y)®C~^{y)Es{y)) pour \\X\\ < e^r(y)h (res- 

y 

pectivement ||X|| < e'^r{y)h) avec ||' 0 (O)|| < e~^r{ÿ)h (respectivement 11^5(0)11 < e~^r((y)h) 
et Lip('î/’) < (respectivement Lip('î/’) < 'yoe~'^) alors l’image de ce graphe par 

C = C~^{x)TV^TyC-y{y) est un graphe {X,4>{X)) au-dessus d’une partie de C~^{x)Eu{x) 
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T 

pour au moins ||X|| < r{x)h (respectivement ||X|| < e^r{x)h) avee ||</>( 0 )|| < r{x)h (res- 

S'Y "7 

peetivement ||(/!)(0)|| < e~^r{x)h) et Lip((/)) < 70 (respeetivement Lip((^) < 7 oe “2 J. 

Démonstration. C’est exactement ce que l’on a fait dans la démonstration du Closing 
Lemma (voir après le lemme 12.11) . Il suffit de remplacer /™'(x) par y et de mettre des 
conditions un peu plus fortes sur les 70 , h et rj. Ces conditions pouvaient être supposées 
dans le Closing Lemma si on voulait. □ 

Remarque. On a un lemme du même type en remplaçant E^ix) et Eu{y) par Es(x) et 
Es{y) et des graphes {(f>{Y),Y) au lieu de (X,'^(X)). 

Le codage va être construit à partir de graphes provenant de transformées de graphes 
en arrière et en avant. 

Commençons par ceux construits par des tirés en arrière. 

On se place dans le repère C~^{y)Eu{y) © C~^{y)Es{ÿ) pour le y construit dans le 
paragraphe précédent. 

Soit l’ensemble constitué de l’union des graphes d’applications holomorphes {'ip{Y),Y) 
au-dessus de C~^{ÿ)Es{ÿ) avec ||y|| < hr{ÿ)e^, ipiY) = constante, ||V'(0)|| < hr{ÿ)e~^ et 
Lip(^/;) = 0 < 7 oe“ 2 . 

L’image de ces graphes par Ci = C~^{f'^{xi))Tji}f^^ .^TyC-y{y) (pour i = l,--- ,N) sont 
des graphes {4>{Y),Y) au-dessus d’une partie de C~^{f'^{xi))Es{f^{xi)) pour au moins 
||d^|| < hr{f"'{xi)) avec ||(/>(0)|| < hr{f"'{xi)) et Lip((/i) < 70 grâce à la remarque précédente 
car dist(/"-(xi),y) < 7 et /"(xj) G ^{xi) C A 5 , y G A 5 . 

Ensuite on tire en arrière ces graphes {(j){Y),Y) par ^dxi (voir le lemme 

12 . 2 p . On obtient à la fin des graphes {<()o{Y),Y) au-dessus d’une partie de C~^{xi)Es{xi) 
pour au-moins ||F|| < e'^hr{xi), ||(()o( 0 )|| < e~'^hr{xi) et Lip((()o) < e“'^ 7 o. 

Maintenant, on remet ces graphes dans le repère initial C~^{ÿ)Eu{ÿ) © C~^{y)Es{y) 
c’est-à-dire que l’on prend leur image par C~^{(y)Tÿ^Tx^C-^{xi). 

Comme dist(xi,y) < 7 , la remarque précédente implique que l’on obtient des graphes 

7 87 7 

{'ipo{Y),Y) pour au moins ||y|| < e^hr{y) avec ||V’o(0)|| < e 'ïhr{y) et Lip(V^o) < ^“ 270 . 

Ce sont exactement les mêmes conditions qu’au départ (c’est-à-dire que l’on pourra 
recommencer le procédé avec un Xj pas nécessairement égal au Xi), sauf qu’en plus on a 
||V’o(0)|| < e"ï/ir(y). 

Grâce à cette marge, si on prend ||y|| < e^hrijj) on a (quitte à supposer que 70 est 

_ 87 _7 

suffisamment petit pour que e~^ + 7 o < 2 j : 

||V’o(i^)|| < ||V’o(0)|| + W'ipoiy) - V’o(0)|| < e"ï/ir(y) + 7 oe" 2 ||y|| < hr{y)e~^ 

c’est-à-dire que les graphes (î/'o(^)) ne sortent de Bk, ( 0 , e~^hr{y))'xBkAt), e 2 hriy)) 
que par le bord B}~^{t),e~^hr{y)) x dBf^. 2 [ 0 ,e 2 hr[y)). Ce sont des graphes verticaux. 

Notons M?, • • • ,A^ les ensembles constitués de l’union de ces graphes obtenus pour 
Z = 1, • • • ,N. On a donc C A^. On notera aussi Ai l’image de A^ par Ty o C-y{ÿ). 
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On a alors : 


Lemme 3.3. Les ensembles Ai sont disjoints pour i = 1, - ■ ■ ,N. 
Démonstration. Soit z & Ai- Pour l = 0, - ■ ■ , n — 1 on a : 


< Il5/i(£-,) O • • • O O C-^ixi)T-^iz) - O • • • O gi^.{y)\\ + ||5/i(£-,) o ' ' ' o 9xiiy)\\ 

où y est le point d’intersection entre le graphe de la forme {(f)o{Y),Y) précédent qui 
contient C~^{xi)T~^{z) et le plan complexe horizontal (^,0) pour ||X|| < hr{xi). 

On obtient donc (voir le paragraphe 12.2.21) : 

ll^/h^i) °'"°9xi oC~^{xi)T~^{z)\\ < 4/^max(e“2'^^e"^^(’""'“^)). 

Par continuité cette inégalité est encore vraie s\ z ^ Ai- 
Ainsi, toujours par le paragraphe 12.2.21 

dist(/(z),/(xi)) < 

ro 

car P{xi) e i{xi) C A^. 

Si h est assez petit, on a donc : 

dist(/(z), f\xi)) < I pour ^ = 0, • • • , n. 

Comme les points Xi sont (m, e)-séparés, ils sont (n, e)-séparés car n > m. En particulier 
si i A j il existe l compris entre 0 et n avec dist(/*(xi), f\xj)) > e. 

Si on avait un point z ^ Ai éi Aj on aurait alors : 

e < dist(/(xi), f\xj)) < dist(/(xi), f^z)) + dist(/(z), f\xj)) < 2 x | 
ce qui est absurde. 

Les ensembles Ai sont donc bien disjoints et cela démontre le lemme. □ 

Les graphes qui constituent l’ensemble A^ vérihent les mêmes conditions qu’au départ. 
On peut donc recommencer le processus par rapport à Xi, c’est-à-dire que l’on passe ces 
graphes dans le repère C'“^(/"'(fi))E„(/"'(fi)) © C'“^(/"'(xi))Es(/"'(fi)) puis on tire en 
arrière par gpn-i(^£.y ' ' ' i9xi et on repasse dans le repère initial, à savoir CA^(jj)Eu{ÿ) ® 

CAHÿ)EM- 

On obtient ainsi, en faisant varier i et j, N'^ ensembles A^j (avec le même type de 
notation que précédemment). 

On a alors : 
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Lemme 3.4. C pour tout i = 1, • • • ,N et j = 1, ■ ■ ■ ,N. 

Démonstration. Soit z € Par construction ^ appartient à un graphe (ijjQ(Y),Y) 

dessus de Bk 2 {^,hr{y)ei) C C~^{y)Es{y). 

Soit B un plan complexe parallèle à C~^{ÿ)Eu{y) et qui passe par z. 

B est un graphe {X,cj){X)) au-dessus de Bkj^{0, hr{ÿ)e~) avec 4> constante (donc 
Lip((/>) = 0) et ||</>(0)|| < hr{ÿ)e 2 . 

Par le lemme [32] (en remplaçant h par h) l’image de B par C'“^(zj)r“^ryC'^(y) 
est un graphe Bq de la forme {X, (j)Q{X)) au moins pour ||X|| < e'^hr{xi) avec || 00 ( 0)11 < 

S'Y 

hr(xi) et Lip(0o) < 7 o- 

Maintenant on peut pousser en avant ce graphe par ,••• comme dans 

le lemme 12.11 avec e'^h à la place de h. A chaque étape on fait aussi le cut-off (pour 

||X|| < he'^r{f^{xi))). 

A la fin on obtient un graphe B^ de la forme {X,4>n{X)) au-dessus d’une partie de 
C~^{P{xi))Eu{P{xi)) qui contient B{Q,hr{P{xi))e^'^) avec ||0n(O)|| < e~ihr{P{xi)) et 

Lip(0n) < 7oe“'^- 

Pour / = 0, • • • ,n, notons : 


zi = 9xi{C.y \xi)T^.\yC^{ÿ){z)). 

Par construction de A^j, zi est dans un graphe {ip'i{Y),Y) avec au pire ||y|| < e^hr{J^{xi)), 

110)(0)11 ^ hr{f{xi)) et Lip(0)) < 70 . 

On a donc : 


ll0)(nil<ll0)(O)|| + ||0)(y)-0)(O)|| 

< hr{f‘{xi)) +-iQe^hr{f{xi)) < e^hr{f{xi)) 

car 7 o est petit par rapport à 7 . 

Le point zi est donc dans la partie de Bi que l’on garde quand on fait les cut-off. 
Maintenant, quand on prend l’image du dernier graphe (A, 0„(A)) par 
C~^{y)T~^Tfni^^.^C^{f"'{xi)) on obtient un graphe B de la forme (A,0(A)) au moins 
au-dessus de i?(0,/ir(y)e'^) avec ||0(O)|| < hr{y) et Lip(0) < 7 oe “2 (toujours par le lemme 

S'Y 

13.21 avec e~h au lieu de h). 

Par définition de 

Zn = C~^iÿ)T~^Tfn^^.)C^{p{xi)){Zn) ^ Aj C A^. 

Le point Zn appartient donc à un graphe A qui constitue l’ensemble Ce graphe 
A fait partie des graphes que l’on utilise pour construire via le processus qui utilise 

9xi1 
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Soit A le graphe de issu de A via ce procédé. 

A est un graphe {'4^{Y),Y) au-dessus de B{Q,hr{y)ei) C C~^{ÿ)Es{ÿ) avec ||V'(0)|| < 
e~^hr{ÿ) et Lip(î/)) < 7 oe“ 2 . A coupe donc B en un unique point que l’on note z'. 

Montrons que z = z' : cela impliquera que z G et terminera la démonstration du 
lemme. 

Supposons que z ^ z'. 

Leurs images par C'“^(xi)r“^ryC'-y(y) donnent deux points zq et Zq distincts de Bq. 

Comme précédemment les points z'i = ■ ■og£.[C~^{xi)T~^TyC^{ÿ){z')) restent 

dans la partie de Bi que l’on garde quand on fait le cut-off (par construction de A^)- 

De plus, par un résultat du même type que le lemme \2A \ on a : 


> e^'^\\zi_i -z'i_^\\ pour tout / = l,-- - ,n. 

Par récurrence cela donne que pour l = 0, • • • ,n le point zi est distinct de z'^. En 
particulier Zn A z'n- Mais C~^{ÿ)T~^Tfn(^^.'^C<y{f'^{xi)){Zn) est dans AD B qui est réduit à 
Zn = C-^{ÿ)T-^Tfu^^^)C^{f^{Xi)){Zn). 

On obtient ainsi la contradiction recherchée. □ 

A la deuxième génération on a donc construit ensembles A^j avec A% c A« pour 
j = 1, • • • , N. On va maintenant itérer le processus. 

On part de A^j qui rappelons le provient de Aj via le procédé qui utilise gxi, - • • ,gjn-i(^^.y 
Aj contient N ensembles Aji pour l = 1, ■■ ■ , A. Si on applique le processus aux graphes 
de Aji (via g^., ■ ■ ■ , g^n-i^^.^), on obtient un ensemble que l’on note A^-^ (/ = 1, • • • , A). 
Ils vérifient A^-^ C A^j par le même raisonnement que A^- C A^. 

Et on continue le procédé. 

A la (/ -|- l)-ème génération on a A^+^ ensembles avec Wi = 1, - ■ ■ , A. 

constitué de graphes {'il^{Y),Y) avec ||y|| < e^hr{y), ||V'(0)|| < e~^hr{y) 
et Lip(V^) < 7 oe“ 2 . 

Ces graphes proviennent des graphes de A^_.^...^ ^ via le procédé qui utilise g^y- , • • • 

igfn.-l(^^)- 

Comme précédemment on a ^4° C A^q-w_i+i pour tout wq, • • • , W-i G {1, • • • , A} 

et / > 0 . 

De plus on a : 

Lemme 3.5. Les A^+^ ensembles ^ sont disjoints. 

Démonstration. On démontre le lemme avec une récurrence sur l. 

Pour / = 0, c’est déjà fait. Supposons la propriété vraie au rang l — 1 avec / > 1. 

Au rang l considérons deux ensembles et A^^, avec (tCo, • • • ,în-z) 7 ^ 

{w'q,--- 
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On distingue les deux cas suivants : 

- si {wo,--- ,w-i+i) + alors on a Qui sont 

disjoints par hypothèse de récurrence . Comme ^ -4°/...^/ C 

, I on obtient que les deux ensembles , et , , sont disjoints. 

^ WQ---W_l Wg---W_g -J 

- si (wo, ■ ■ ■ , rc-i+i) = (wq, ■ ■ ■ , alors nécessairement w^i A Par hypothèse 

de récurrence, A9,, , , et AP t , sont disjoints. 

Comme vient de via le processus qui utilise 

et que ...^i vient de A^, . via le même procédé car wq = Wq, on en déduit que 

■PPwo-w.i est disjoint de 

Cela termine la démonstration du lemme. 

□ 

On veut maintenant évaluer la distance entre les graphes d’un même ensemble ^ 

de la {I + l)-ème génération. 

Pour cela, soit l’ensemble des graphes de fonctions holomorphes ((pÇY), Y) au-dessus 
de Bk^{0,e'yAhr{ÿ)) avec ||(?!>(0)|| < e~^hr{y) et Lip((;/i) < 79 . 

Les graphes qui constituent les sont dans G^. 

Sur G^ on met la métrique : 

d(graphe cj), graphe ip) = max \\(f> — V’||. 

Bk 2 (0,e')'/2/ir(y)) 

On a alors : 

Lemme 3.6. Pour tout l > 1 et pour tout wq, ■ ■ ■ , rc-i+i G {1, • • • , A^} on a .• 

's/Aj,A‘f graphes qui eonstituent diAjjAf) < 2he~‘^'^"'^~^'^'^^. 

Démonstration. Aj vient d’un graphe A\_.^ de qui vient d’un graphe A ^_2 de 

6 t ainsi de suite. On notera Aj_p {p = 0, - ■■ ,1) les graphes de 
qui font partie du processus pour construire Aj. On fait de même pour Aj. 

On a alors : 


Vp= l,--- d{Al,Al) < e-^^^+^M{Al_„Al_,). 

En effet, pour passer de à Ap et de Aj_^ à Aj on prend tout d’abord les images 

de Aj_^ et par l’application .^TyG.y{y). 

Mais on a vu dans la démonstration du lemme [2^ que comme /"'(afjjJTîTp) proche 

de y, cette opération multiplie la distance entre les graphes d(Mp_r, vlp_r) par au plus e'’'. 
Ensuite, on tire en arrière par grn-it -' iSt - • Oii ^ montré précédemment (voir 
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la preuve du lemme I2.7p qu’à chaque étape la distance entre les graphes est divisée par au 
moins 

Enfin à la dernière étape on prend l’image par C ~^et là cela 
multiplie encore la distance par au plus . 

En appliquant l’inégalité : 

Vp= l,--- d{Al,Al) < e-2T'-+27d(Ai_,,^2_^), 

on obtient : 

d{Aj,Af) < e-^'^^^+^'^^d{Al,Al) < e-2T'«'+27/ x 2e-î/ir(y) < . 

C’est ce que l’on voulait démontrer. □ 

Grâce à ce lemme on peut définir une application de {1, • • • ,N}^ dans Gy de la façon 
suivante. 

Soit w = {wq, W-i, • • • , W-i, • • • ) G {1, • • • , A^}^. On prend Ai un graphe qui constitue 
pour l > 0. 

Al est dans et par le théorème d’Ascoli, il existe une sous-suite {Ai.) qui converge 
vers A ^ Gy (une limite uniforme de fonctions holomorphes est holomorphe). 

Montrons que {Ai)i converge aussi vers A. 

Soit /? > 0. Il existe jo tel que d{A,Ai.) < ^ si j > Jq. Ensuite 

A? C A^ C A^ 

donc d{Ai.,Aj) < en utilisant le lemme précédent. Cette quantité 

est plus petite que ^ si j > ji (car n > 3 si on veut). 

Pour j > max(jo,ji) on a donc : 


d{Aj,A) < d{Aj,Ai.) -|-d(A;^.,A) < /3. 

La suite {Aj) converge vers A et on a donc bien défini une application : 

a,: ^ Gy 

w —A 

Remarque. L’application cTy est injective et on a même ay{w) fl ay{w') = 0 si w A w'. 

En effet, soit w,w' G {1, • • • , avec w A w'. On considère l le plus petit entier avec 
w-l A w'-i- Soit Ap G Al,^...yy_^ et A'p G pour P > 0 (on a donc Ap —>■ ay(w) et 

A'p —^ (Ty{w')). 

Comme w^i A les ensembles A^^...yj_^ et A^^, sont disjoints. 

Or pour tout p > l, Ap C A\...y,_^ C et A’p C C donc 

cry{w) n ay{w') = 0. En particulier ay est injective. 
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On refait maintenant ce que l’on a réalisé avec des transformées de graphes en avant. 
Comme précédemment on se place dans le repère C~^{ÿ)Eu{ÿ) © C~^{y)Es(jj) pour le 
ÿ £ As fixé. 

On part de l’ensemble des graphes de la forme {X,(f>{X)) au-dessus de C~^(jj)Eu{ÿ) 
avec ||X|| < hr{ÿ)ei, = constante, ||(/>(0)|| < hr{y)e~^ et Lip(ij!)) = 0 < 7 oe“ 2 . 

On notera l’ensemble constitué par l’union de ces graphes. 

L’image de ces graphes par Ci = C~^{xi)T~^TyC^{y) (pour i = 1, • • • ,N) sont des 
graphes {X,xjj{X)) au-dessus d’une partie de C~^{xi)Eu{xi) pour au moins ||X|| < hr{xi) 
avec ||V'(0)|| < hr{xi) et Lip(V') < 70 par le lemme 1©^ car dist(y, fî) < rj. 

Ensuite on pousse en avant ces graphes (X,'il>{X)) par g^., ■ ■ ■ On obtient à 

la fin des graphes {X,'il;n{X)) au-dessus d’une partie de C~^{f"'{xi))Eu{f^{xi)) pour au 
moins ||X|| < e'^hr{f^{xi)) avec ||V’n(0)|| < e~'^hr{f"'{xi)) et Lip('!/)„) < e“'>' 7 o (voir le 
lemme El]). 

Maintenant, on remet ces graphes dans le repère initial C~^{ÿ)Eu{y) © C~^{ÿ)Es{ÿ) 
c’est-à-dire que l’on prend leur image par C~^{y)T~^Tfn(^^yC^{f^{xi)). 

Comme dist(/"'(a 7 ), y) < g, on obtient des graphes {X,(pniX)) pour au moins ||X|| < 

-y 'y 

e^hr{y) avec ||(/)n( 0 )|| < e ^hr{ÿ) et Lip((/)„) < e“ 27 g (toujours par le lemme E 2 |)- 

Ce sont exactement les mêmes conditions qu’au départ (c’est-à-dire que l’on pourra 
recommencer le procédé avec un Xj pas nécessairement égal au Xi), sauf qu’en plus on a 

||</>n(0)|| < e-^hr{y). 

Grâce à cette marge, si on prend ||X|| < e^hr{y) on a : 

\\cl)n{X)\\ < ||0n(O)|| + \\(t)n{X) - (?in(0)|| < e~^hr{ÿ) +7oe“î||X|| < hr{ÿ)e~i 

c’est-à-dire que les graphes {X,(j)n{X)) ne sortent de B{0,e^hr[y)) x hr(jj)) 

~y 'y 

que par le bord dB{0,e2hr{ÿ)) x B{0,e~^hr{ÿ)). Ce sont des graphes horizontaux. 

Notons B?, • • • ,B^ les ensembles constitués de l’union de ces graphes obtenus pour 
i = 1, • • • ,N. On a donc B^ C B^. On notera aussi Bi l’image de B^ par Ty o C'-y(y). 

Ici les B^ ne sont pas forcément disjoints car / n’est pas a priori injective. 

On recommence le processus. On fixe i et j dans {1, • • • , N} et on considère les graphes 
de B^. On les met dans le repère C~^{xi)Eu{xi) © C~^{xi)Es{xi) en appliquant Ci, puis 
on les pousse en avant par g^., • • • , on repasse dans le repère initial. 

On note B^j (i, j = 1, • • • , N) les ensembles ainsi obtenus. On a alors : 

Lemme 3.7. B^j C B^ pour tout i, j = 1, • • • ,N. 

Démonstration. Soit z G B^j. Par construction z est dans un graphe de B^j qui provient 
d’un graphe de Bj via le processus qui utilise y^-., • • • ,gpi-i^^,y En particulier, 

Z = C“^(y)r"V/n(^.)C'g,(/"(fj))ff/n-i(f,) o---ogxi° C~^{xi)T~lTyC^{y){zQ) 
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où zo est dans un graphe de Bj. 

Cela signifie que C~^{xi)T~^TyCj{ÿ){zo) et o ■ ■ ■ o g^. o Cp^{xi)Tp^TyCj{ÿ){zo) 

(pour / = 0, • • • , n — 1) et Z sont toujours dans la partie du cut-off que l’on garde. Mainte¬ 
nant zq ^ Bj C B^ donc zq appartient à un graphe de B^. Quand on applique le processus 
à ce graphe de B^ via g£., ■ ■ ■ on obtient à la fin un graphe de B^ et le point 2 

est dedans car les images successives de zq restent dans la partie du cut-off que l’on garde 
par la remarque précédente. On a donc z ÇîB^ et le lemme est démontré. □ 

A la deuxième génération on a donc construit ensembles Bg^ avec Bg^ C Bg. On va 
maintenant itérer le processus. 

Bj contient N ensembles Bj^ {I = 1, • • • , N). Si on applique le processus aux graphes 
de Bji (via gxi^" ^ 9pn-i(^£j), on obtient un ensemble que l’on note B^j^. Comme précé¬ 
demment, on a B^ji C B^j pour tout i,j,l = 1, • • • ,N. Et on continue ainsi le procédé. 

A la l-ème génération on a ensembles avec wi, ■ ■ ■ ,wi = l, ■ ■ ■ ,N. 

^wi-wi ost constitué de graphes {X,cj){X)) avec ||X|| < eihr{ÿ), ||(/>(0)|| < e~ihr{ÿ) 
et Lip((/)) < 7 oe“ 2 . Ces graphes proviennent de graphes de via le procédé qui 

utilise ffâQ, • • • On a encore C pour tout Z > 1 et pour tout 

wi,--- = ,N. 

Comme expliqué plus haut, les ne sont pas nécessairement disjoints. 

On veut maintenant évaluer la distance entre les graphes qui constituent un même 
ensemble Pour cela, soit Gh l’ensemble des graphes de fonctions holomorphes 

(X, (/>(X)) au-dessus de Bk^{0,hr{ÿ)e'^/‘^) avec ||</>(0)|| < e~'^/‘^hr{y) et Lip((/)) < 79 . 

Sur Gh on met la métrique : 

d(graphe (f), graphe ip) = max \\(p — V’||. 

Bfcl ( 0 ,/ir(y)eT'/ 2 ) 

On a alors : 

Lemme 3.8. Pour tout l >1 et tout wi, - ■ ■ , rc; = 1, • • • ,N on a : 

graphes qui constituent d(i?/,i?f) < 

Démonstration. B^ vient d’un graphe Bl_^ de qui vient d’un graphe Bf _2 de 

^w 3 -w£ ®t ainsi de suite. On note Bp pour p = O,-- - , / les graphes de qui 

font partie du processus pour construire Bj^. On fait de même pour Bf. 

On a alors pour p = 1, - ■ ■ ,l : 

d{Bl,B^p) < e-^'^^+^'^d{B^p_„B^p_,). 

La démonstration est la même que dans le lemme 13.61 en utilisant ce que l’on a fait 
dans la preuve du lemme 12.61 

En particulier on a maintenant : 
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Cela démontre le lemme. □ 

Grâce à ce lemme on peut définir une application de {1, • • • , dans G h de la façon 
suivante. 

Soit w = (îUi, • • • , rc;, • • ■ ) € {1, • ■ ■ , A^}^. On prend Bi un graphe qui constitue 
pour l > 1. Bi est dans G h et par le théorème d’Ascoli, il existe une sous-suite (Bi^) qui 
converge vers B G Gh- Alors comme pour les , grâce au lemme précédent, on a aussi {Bi) 
qui converge vers B. Cela définit une application Uh : {1, • • • ,N}^ —y par ah{w) = B. 

Si / n’est pas inversible, ah n’est pas a priori injective. 

Par contre si / est inversible et J logd(z,/(/“^))d^(x) > —oo, comme dans le cas , 
ah est injective (il suffit de prendre des r(x) adaptés â la fois pour / et /“^). 

Voici maintenant le codage que l’on cherchait : 

Soit w = • • • ) G {1, • • • ,V}^. 

(• • • , W-i, • • • , tco) définit un élément A G (qui est égal â av{wo,W-i, ■ ■ ■ , W-i, ■ ■ ■)) 
et (îui, • • • ,wi,- ■ ■) définit un i? G Gh (qui est ah{wi, • • ■ , Wi, •■■))■ 

L’intersection de A avec B est composée d’un unique point (voir la démonstration de 
la proposition S.3.7 dans m car 7 q < 1 ). 

On notera Sq{w) l’image de ce point par TyC^{ÿ). On a obtenu ainsi une application 
Sq : {1, • • • , —>■ X. C’est le codage que l’on cherchait. Il s’agit maintenant de vérifier 

les propriétés dn théorème [TJ 


3.3 Propriétés du codage 

Montrons tont d’abord qne l’on a le diagramme suivant : 


{l,-.. ,iVf 

So 

X - 




r 


So 

X 


avec a le décalage â droite et o Sq = Sq o a. 

Soit w = {■■■ ,W-i,wo,wi,- ■ ■) G {l,--- ,N}^. 

So{w) = TyG^{y){A n B) avec A = limA^* et B = limi?^^ où A^ est un graphe de 
(pour tont / > 0) et Bf est nn graphe de (pour tout / > 1). 

Pour Z > 1, on a par construction o 

G~^{x^Q)T~^^TyG-^{y){A^) qni est inclus dans un graphe Af de 
Aj converge donc vers ai,(w-i, • • • , W-i, • • • ) qnand l —)■ +oo. 

Maintenant les o • • • o o G~^{x^)T~^^TyG^{ÿ){A^) sont dans des boîtes 

Bkj^{0,e-yAhr{fP{^))) x Bk 2 iO,hr{fP{xZo))) pour p = 1, • • • ,n - 1 grâce aux pr o- 
priétés des graphes, G~^{3^)T~^^TyG^{ÿ){A^) est dans la boîte Bki{0,e~'^Ahr{x^)) x 
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Bk^{{),e"ihr{x^)) et pour p = n le point précédent est dans Bk^{Q,e^/‘^hr{f'^{x^))) x 

Bk^iO, hr{f^{xZo))) (toujours par les propriétés des graphes et 1 + 70 < e?). 

En particulier, o • • • og^C-^{^) oT-^^TyCy{ÿ){A^) vit dans un endroit où 

^fp{x—') holomorphe donc continue. On peut donc passer à la limite quand l —> +00 et 
on obtient que 


<^7 \y)Ty O • • • 

0 5x7^ O C-^{^^)T-^jyC^{ÿ){C-\y)T-\So{w))) 

est dans cj„(rc_i, • • • , W-i, ■ ■ ■)■ 

Par ailleurs on obtient aussi que : 

yp-HsrUTo) °---°9£p° 

se trouve dans (0, e~'y/‘^hr{fP{pp^))) x B^^ (0, hr{fP{P^))) pour p=l,-- - ,n — 1, dans 
BkPQ,e-'^l‘^hr{xPpi ) x BkPQ,e^hr{xPp)) pour p = 0 et dans Bk^{0,e''//‘^hr{f^{xP^))) x 
Bk^ (0, hr{f'^{xPp)) pour p = n. 

Soit (6/) une suite de B^ qui converge vers C~^{jj)Tÿ^{SQ{w)). Par continuité pour 
l assez grand on a : o ••• o o C~^{xPp)T~^^TyCPy){bi) qui est au-dessus 

de BkPQ,hr{fP{pppj)) pour p = 0, • • • ,n — 1 et au-dessus de BkP^-,e"<hr{f'^{pppj)) pour 
P = n : ce sont donc des points qui sont dans la partie du cut-off que l’on garde quand 
on passe de Bf à son successeur via le processus qui passe de 5 x 7 ^,-•• , 

successeur de Bf est par définition un graphe Bf qui constitue • 

On a Bf —)■ ah{wo,wi, ■ ■ ■ wi, • • • ) et ainsi 


Cy \y)Py ^nSoiw)) = \y)Ty o • • • 

05577 ° C-^i^o)T'P^^TyC^{ÿ){C-\ÿ)Tÿ\So{w))) 

est dans ah{wo, wi, - ■ ■ ,wi,- ■ ■). 

Si on fait le bilan on a que C~^{ÿ)Ty^ f^{So{w)) est l’unique point de 

En particulier cela signifie que : 

P{So{w)) = TyCPy){ay{w-i, • • • ) O ah{wo, •••)) = So{a{w)) 

où (T est le décalage à droite. C’est bien ce que l’on voulait démontrer. 

Montrons maintenant que Sq est continue. Sur {1, • • • , on met la métrique : 
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H-oo 

d{w,w') = ^ 
^=1 



0 

+ E 

i=—oo 


Wj - w[ 
2 -* 


Soit /3 > 0. Si P est suffisamment grand, on a 8/ie 27 ”'P+ 27 P < _ 

Maintenant, si d(t(;,r(;') < on a forcément 


Wo=w'q,--- , W-p = w'_p, Wl=w'i,--- ,Wp = w'p. 

av{wo,W-i, • • • , W-i, • • • ) est limite de Af avec Af graphe de pour l > 0. 

Pour / > P on a C C En prenant la limite quand l tend vers 

+ 00 , on obtient que av{wo,W-i,- ■ ■) C Le point C“^(y)r“^(5o(tc)) est donc 

dans De même C~^{y)Tÿ^{So{w')) est dans qui est égal à 

Par un raisonnement similaire, C~^{ÿ)T~^{So{w)) et C~^{ÿ)Ty^{So{w')) sont dans 

W 

Comme C~^{ÿ)T~^{So{w)) est dans il existe une suite de points de 

qui converge vers lui. Par définition la suite de points s’écrit {(j)j{Yi), Yi) où ||y;|| < e^hr(jj), 
Up{(f)l) < 70 et ||(?i;^(0)|| < e-^hr{y). 

Par le théorème d’Ascoli, il existe une sous-suite ) qui converge uniformément vers 
(j)^ qui est dans Gy. Par ailleurs, si C~^{y)T~^{So{w)) = {X,Y), on a Y; ^ E et WcpjXY) — 
(f)\^{Yi.)\\ < 7 o||E— ll^ll —7> 0donc(/)^(y) = X c’est-à-dire que C'“^(y)r“^(5o(rc)) appartient 
au graphe {(jA{Y),Y) de Gy. 

De même, G~^{y)Tÿ^{S q{w')) appartient à un graphe (0^(1"), E) construit par le même 
procédé. 

Par le lemme lÏÏ^ on a d(graphe graphe et ainsi, en 

passant à la limite sur Z, on a d(graphe graphe cj)^) < _ 

De la même façon, C~^{y)Tÿ^{S q{w)) appartient à un graphe (A, de Gu (limite 

de graphes de B^^...yj^ et C~^{y)Tÿ^{So{w')) est dans un graphe (X,ip^(X) de Gh- On a 
aussi, en utilisant cette fois-ci le lemme [3]8] que d(graphe "0^,graphe ^p‘^) < . 

Le point d’intersection C'“^(y)r“^(5o(rc)) entre les graphes ((/)^(E),E) et (A,'(/’^(A)) 

est de la forme ((^^(Ei),Ei) où Ei est l’unique point fixe de o cf)^ : Bk^{d,e^Ahr{jj)) —> 
Bk2{d,e^Ahr{y)) (voir la démonstration de la proposition S.3. 7 dans m car on a 7o < 
1). De même le point d’intersection C~^{ÿ)T~^{So{w')) entre les graphes ((/)^(E),E) et 
(A, '0^(A)) est de la forme ((/>^(E 2 ), Y 2 ) où I 2 est l’unique point fixe de ^p‘^ o cj)^. On a alors 
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\\Y,-Y2\\ = U^ocP\Y,)-^^ocP\Y2)\\ 

< \\^p^ O (j)^{Yi) -'4>‘^o (/>^(yi)|| + ||V^2 O (j)^{Yi) (p‘^{Y2)\\ 

< d(graphe V’\graphe V’^) +7o||0^(Yi) - (t>^{Y2)\\ 

< d(graphe V’\graphe V’^) +70 {U^iYi) - (j)^{Yi)\\ + \\(j)^{Yi) - <^^(^2)11) 

< d(graphe V’^,graphe V’^) + 7od(graphe graphe (j)'^) +7Q||yi —1211- 

D’où 


Il II d(graphe graphe + 7 od(graphe (/)^,graphe 0 ^) 

ri - F 2 I 1 <--• 

De là on en déduit que 

\\C-\ÿ)T;^So{w) - C-\ÿ)T-^So{w')\\ < ri - ^211 + U\Y,) - cI>\Y 2 )\\ 

< ri - >2|| + U\Y,) - <P\Y,)\\ + U\Y,) - cP\Y2)\\ 

< (1 + 7 o)ri - ^ 2 || + d(graphe (/>\graphe (p^) 

< -(d(graphe 1 /’^,graphe + d(graphe 0 ^,graphe 4>‘^)). 

1-70 

Autrement dit, 

||C-‘(Ï)T,-‘S„(<,.) - 7-‘(!;)t,->S„(»')II < ^ 

et par le théorème des accroissements finis, comme r 7 (y)ll — r^’ ^ finalement 

dist(5or),5or)) < X = j3. 

ro D (A j 

On a donc montré que Sq est uniformément continue. 

Remarque. Lorsque / est inversible et que l’on a en plus J logd(x, I(/“^))d;u(x) > — 00 , 
Sq est un homéomorphisme de {1, • • • , sur son image. 

En effet, tout d’abord Sq est injective : si w, w' G {1, • • • , avec rc 7 ^ on a soit 
(••• ,wo)^ {■■■ ,r), soit {wi,--- ,wi,---)ÿ^ 

Dans le premier cas C~^{ÿ)T~^S q{w) et C~^{y)T~^So{w') sont respectivement dans 
av{wo, • • • , W-i, • • • ) et (7v(wq, • • • , w'_i, • • • ) qui sont disjoints. On a donc So{w) 7 ^ So{w'). 

Dans le second cas, comme / est inversible et que J logd(x,/(/“^))d/r(x) > — 00 , on a 
aussi afi{wi, • • • , wi, • • • ) et ah{w[, • • • , w'i, • • • ) qui sont disjoints et ainsi So{w) 7 ^ So{w'). 

Montrons, toujours sous l’hypothèse / inversible et J logd(x,/(/“^))d^(x) > — 00 , que 
Sq^ est continue sur Aq = 5'o({l, • • • , A"})^. 
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Soit /3 > 0. Si J? est suffisamment grand on a < (3. On a vu que les Aujo---w-p sont 
disjoints. Comme / est inversible et Jlogd(æ,/(/“^))d/r(æ) > —oo, il en est de même pour 
les Soit donc a > 0 plus petit que la distance minimale entre deux Aujo---w-p et 

que la distance minimale entre deux Bw^...wp- 
Soit Z et z' ^ Aq avec dist( 2 ;,z') < 


Comme on l’a vu quand on montrait que Sq est continue, ^{y)'ry ^( 2 :) € A^ fl 


oùS'o i(z) = (••• 


P J 


■"7 \yj'y V"/ ^ ■ ^WQ- _ 

,'»^p,---)-Demême, C"^(y)T"^(2;') G O 


*"0 


^w'y-w'p Sq ^{z') = (•••, w'_p, ■■■ ,w'p,---). 

Par le théorème des accroissement finis, 


\\C-\ÿ)r-\z) - C-\y)T-Hz')\\ < 


C{X) 


ro 


aro _ 

c{x) - 


car ||C'.^Hy)ll < 

On en déduit que C'“^(y)r“^( 2 ) et C~^ {ŸjTÿ^ {z') ne peuvent pas être dans deux 
•Küo-w.p ou dans deux différents. 

On a donc wq = Wq, • • • , W-p = w'_p et rci = , • • • ,Wp = Wp. 

En particulier 


d»t(Vw.V(^')) = Ehi^+ Ê 

2=1 i = — 00 

< V — — 

— 2-^ 2 ® 2 “® 

i=p-\-l i=—oo 

N N 4iV ^ 

< -X 2 + X 2 < ^7777- < 13. 


2P+1 


2P+1 


2P+1 


L’application Sq ^ est donc uniformément continue sur Aq. 

Revenons au cas général. 

Pour terminer la démonstration du premier point du théorème [T] il reste à étudier la 
mesure uq = (So)*Ao (où Aq est la mesure de Bernoulli sur { 1 , • • • , N}'^). On a 


{n*i^o = (r)*(5o)*Ao = (r « 5o)*Ao = {So o a),Xo = (5o)*Ao = z^o- 

C’est donc une mesure (/”)-invariante. Calculons maintenant huQ^f"')- 
Soit a > 0 la distance minimale entre deux Ai pour z = 1, • • • , N. On a 

Lemme 3 . 9 . Pour tout zi G Awo-w_i Z2 G ^ avec (wq, ■ ■ ■ , tc_z) 7^ (w'q, ■ ■ ■ , w'_i), 

les points zi et Z2 sont {I + l,a)-séparés pour /"■. 
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Démonstration. On considère deux points ^1,2:2 comme ci-dessus et soit p le plus petit 
entier avec W-p 7^ w'_p {0 < p < l). 

On a vu au début du paragraphe 13.31 que 

C^^iy)rÿ^rryC^{y){Al^...^_^) c 

c’est-à-dire C Ayo_i-w_r 

Ainsi f'^^{Awo-w_i) C Aw.p-w_i C Aw_p et de la même façon C 

C Au,'_^- Par continuité P^{An,Q-w_i) C Aw_p et P‘^{A.ui'q...u,'_^) C Auj'_^- 
On a donc dist(/"^(2;i),/"'^(2;2)) > a et c’est ce que l’on voulait démontrer. 

□ 


Si rc € { 1 , • • • , N}^, on a vu que pour / > 0, on a So{w) G Awq-w-i 
Le support de vq est donc inclus dans 


U 


A. 


W0-"W_l • 


wo,--- ,W_l=î,' 


.N 


De plus, 

2^0 iAwQ---W_l ) — ^o('S’q {Aujo.--w_i)) 

= Ao({rc^rcQ = wq, ■ ■ ■ ,w'_i = w^i}) car les Aujq...w_i sont disjoints 



Soit Z G Uü)o,- ,w_i=i,- ,N Awo-w_i . On a Z G Awo-'w-i POur un certain {wq,--- , w_i) G 
{1, • • • , Ny~^^ et donc, par le lemme précédent, si on note 

Bi+iir, a, z) = {y e X , dist{pP{z), /"^(y)) < a pour p = 0, • • • , /}, 

on a 


MBi+iir,a,z)) = vo { Bij^i{p,a,z) O |J 

iüOp ” 5 -^ 

/+1 


= vo{Bi+i{P,a, z) n Ay,^,...n,_i) < 


Par le théorème de Brin-Katok, on a : 


Kyn 


lim limsup - —— log vq{Bi+i (/”, a, z)) 
a ->-0 1^+00 t + 1 - 
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pour l'Q presque tout point (car comme Aq est ergodique, l’est aussi grâce à la relation 
f"- O So = Sqo a). _ 

Si 2 ; € masse 1 pour uq), on a pour tout 

^ > 0 : 

-j^^oguo{Bi+i{p,a,z)) > -log^ = logiV, 

ce qui implique /ii/o(/”) > log = h^{f)n — pn. C’est que l’on voulait démontrer. 

Il reste à démontrer les points 2 et 3 du théorème [TJ 

Tout d’abord, htop(/|Ao) — ^top((/"')|Ao) ^ n ™ ensemble (/,Q:)-séparé pour /"■ est 
{In — n + 1, a)-séparé pour /. 

Ensuite on a (par exemple en utilisant le théorème de Brin-Katok), htopüf'^)\A o) — 
> /i^(/)n — pn. On a donc htopif\A o) > ^p(/) “ P- C’est ce que l’on voulait. 
Passons au dernier point. 

On note A = Aq U /(Aq) U • • • U /"“^(Aq). 

Soit 2 ; G Aq. On a 2 ; = Sq{w) avec w = {■ ■ ■ , w^i, • • • , wq, • • ■ , wi, • • ■ ) G {1, • • • , N}'^. 

Z G et on a vu dans la démonstration du lemme lÂÏÏl que dist{f\z), < | 

pour Z = 0, • • • , n. Le point x^q est dans le support de p si on veut (on peut toujours 
intersecter 7r(A5„^^) D Pe^mo 1® support de p si on le souhaite). 

Cela signifie que A est inclus dans un |-voisinage de support de p. Si on prend | < p, 
on a donc la première partie du point 3. 

Si 2 ; G Aq, on a 2 ; = Sq(w) et on a vu aussi que gp, —est continue au voisinage de 
° ° ^^0 ° 1^7 pour Z = 0, • • • ,n - 1. Cela implique que / est 

continue au voisinage de /^(5o(rc)) pour Z = 0, • • • , n — 1. 

On peut donc définir : 


= -{l'a + f*no H- 

n 

et on a : 


Ui' = H-h (/")*t'o) = 

=Uo 

La mesure n est donc bien invariante par / et portée par A. Enfin, pour i = 1, • • • , Zcq, 
on a 
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I = 


ipidu - / ifidfi 


(pi-d{iyo H-h (/” 

n ./ 


. n—1 


n 




z=o 

, n—1 


. n—1 


i / ^(/7i(/(5o(w)))dAoM - / (/3*d/i 


z=o 


n 


^V’iifiSoiw)))- (fidfi dXo{w] 


1=0 


Mais pour / = 0, • • • , n, on a dist(/^(5o(w)), /^(æ^o)) — f - L’hypothèse faite au début 
implique donc que \ipi{f{Soiw))) - ipi{f{xwo))\ < § pour / = 0, • • • ,n - 1. 

D’où : 


f 1 ? \ f 

^ 1=0 


dAoM + 2' 


Enfin par définition de on a : 


^ n—1 
1=0 


(pidfi 


r 



ce qui donne I < r < p et cela termine la démonstration du théorème. 
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